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XV. Âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà
ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé

1. Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé è åãî ãðàíèöà

Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ôèðìû èëè îáùå-
ñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Â ëåêöèè 22
ðàññìàòðèâàëàñü ôèðìà, ïðè÷åì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ôèðìà ïðîèçâîäèò åäèíñòâåííûé ïðîäóêò. Â ýòîé ñâÿçè èñïîëüçî-
âàëîñü ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé â (n+1)-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, n êîîðäèíàò êîòîðîãî õàðàêòåðèçîâàëè çàòðàòû ðàç-
ëè÷íûõ ðåñóðñîâ, à îäíà êîîðäèíàòà � îáúåì âûïóñêà ïðîäóêòà.
Â ýòîì âûïóñêå â ñâÿçè ñ èíûì õàðàêòåðîì îáñóæäàåìûõ çàäà÷
ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé
(ÌÏÂ), èëè ïðîèçâîäñòâåííîå ìíîæåñòâî îáùåñòâà â ïðîñòðàíñòâå
ïðîäóêòîâ, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì P.

Ïðè áîëåå îáùåì ïîäõîäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÌÏÂ â ïðîñòðàíñòâå áëàã, ÷àñòü
êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ äàííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìîé (ïðîäóêòû), à äðóãàÿ
÷àñòü ïîòðåáëÿåòñÿ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà (ðåñóðñû). Ïðîäóêòàì ñèñòåìû ïðèïè-
ñûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò, ïîòðåáëÿåìûì ðåñóðñàì � îòðèöà-
òåëüíûå. Ðèñ. 1 èëëþñòðèðóåò ÌÏÂ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ áëàã, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ ðåñóðñîì, à äðóãîå � ïðîäóêòîì. Òàêîãî ðîäà ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ âîçìîæíîñòåé áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîäñòâåííûì ìíîæåñòâîì â
ïðîñòðàíñòâå «ðåñóðñû�ïðîäóêòû». Ðèñ. 1,à ñîîòâåòñòâóåò îáðàòèìîìó ïðîèçâîä-
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ñòâåííîìó ïðîöåññó, â êîòî-
ðîì ëþáîå èç áëàã ìîæåò
áûòü ïðîäóêòîì (äðóãîå ïðè
ýòîì áóäåò ðåñóðñîì). Ïðè-
ìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ãèä-
ðîàêêóìóëèðóþùàÿ ýëåêò-
ðîñòàíöèÿ, âêëþ÷åííàÿ â
ýíåðãîñåòü: â «îáû÷íîì» ðå-
æèìå îíà ïðîèçâîäèò ýëåê-
òðîýíåðãèþ, èñïîëüçóÿ ìåõà-
íè÷åñêóþ ýíåðãèþ âîäû;
åñëè æå â ñåòè èìååòñÿ èç-
áûòî÷íàÿ ýëåêòðîýíåðãèÿ, ãå-
íåðàòîð ýëåêòðîñòàíöèè ðà-
áîòàåò êàê ýëåêòðîäâèãàòåëü,
à òóðáèíà � êàê íàñîñ, ïå-
ðåêà÷èâàþùèé âîäó èç
íèæíåãî áüåôà â âåðõíèé. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýëåêòðî-
ýíåðãèÿ èñïîëüçóåòñÿ êàê ðåñóðñ, à ìåõàíè÷åñêàÿ (ïîòåíöèàëüíàÿ) ýíåðãèÿ � êàê
ïðîäóêò. Îäíàêî ïðîèçâîäñòâåííûå ïðîöåññû â áîëüøèíñòâå ñâîåì íåîáðàòèìû. Ýòó
ñèòóàöèþ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1,á, ãäå x

1
 � çàòðàòû ðåñóðñà (ñî çíàêîì ìèíóñ), à

x
2
 � ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêòà. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ëèøü òà ÷àñòü

ãðàôèêà, êîòîðàÿ ëåæèò â êâàäðàíòå II. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ðèñ. 1 ê ëåêöèè 22 ëèøü
çíàêîì êîîðäèíàòû x

1
.

ÌÏÂ â ïðîñòðàíñòâå «ðåñóðñû�ïðîäóêòû» îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì:
ïðîèçâîäñòâåííàÿ ñèñòåìà ìîæåò âûïóñòèòü êàêîå óãîäíî êîëè÷åñòâî ëþáîãî ïðî-
äóêòà, åñëè áóäåò ðàñïîëàãàòü äîñòàòî÷íûì äëÿ ýòîãî êîëè÷åñòâîì ðåñóðñîâ. Â
îòëè÷èå îò ýòîãî ÌÏÂ îáùåñòâà â ïðîñòðàíñòâå ïðîäóêòîâ îãðàíè÷åíî äîñòóïíûì
êîëè÷åñòâîì ðåñóðñîâ.

Èòàê, çäåñü ïîä ÌÏÂ ìû áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü íàáîðîâ
ïðîäóêòîâ x = (x

1
, x

2
, ..., x

n
), êîòîðûå îáùåñòâî ìîæåò ïðîèçâåñòè,

ðàñïîëàãàÿ äîñòóïíûìè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñàìè è èñïîëüçóÿ
ñóùåñòâóþùèå òåõíîëîãèè. Íàáîð x áóäåì íàçûâàòü ýôôåêòèâíûì,
åñëè ñðåäè âîçìîæíûõ íàáîðîâ íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íîãî îò x íà-
áîðà y, òàêîãî, ÷òî y

1 
³  x

1
,  y

2 
³  x

2
, ...,  y

n 
³  x

n 
(òàêîå ñîîòíîøåíèå

ìåæäó âåêòîðàìè áóäåì çàïèñûâàòü êàê y ³  x).
Áóäåì ñ÷èòàòü âñå ïðîäóêòû íåîãðàíè÷åííî äåëèìûìè è ïðè-

ìåì äîïóùåíèå î âîçìîæíîé íåýôôåêòèâíîñòè1:  åñëè âåêòîð x
ïðèíàäëåæèò ÌÏÂ, òî â ýòîì ìíîæåñòâå íàéäåòñÿ òàêæå ëþáîé
âåêòîð z, òàêîé, ÷òî x ³ z, ò. å. åñëè ìîæíî èç èìåþùèõñÿ ðåñóðñîâ
ïðîèçâåñòè íàáîð ïðîäóêòîâ x, òî ìîæíî òàêæå ïðîèçâåñòè ëþáîé
íàáîð z, â êîòîðîì êàæäîãî ïðîäóêòà íå áîëüøå, ÷åì â íàáîðå x.
Èíûìè ñëîâàìè, ìû èñêëþ÷àåì ñèòóàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ.
2,à: çäåñü íå âñå òî÷êè, ëåæàùèå ëåâåå è íèæå òî÷êè x, ïðèíàäëå-
æàò ÌÏÂ. Íà ðèñ. 2,á ÷åðåç ýôôåêòèâíóþ òî÷êó x ìíîæåñòâà

1 Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòî äîïóùåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå free disposal,
÷òî ìîæíî ïåðåâåñòè êàê � äîïóùåíèå î ñâîáîäíîé ëèêâèäàöèè.

Ðèñ. 1. Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îáðàòèìîãî (à)
è íåîáðàòèìîãî (á) ïðîöåññîâ â ïðîñòðàíñòâå
«ðåñóðñû�ïðîäóêòû».
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ïðîèçâîäñòâåííûõ âîç-
ìîæíîñòåé ïðîâåäåíû
ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
êîîðäèíàòíûì îñÿì è
äåëÿùèå ïëîñêîñòü íà
4 êâàäðàíòà. Âíóòðåí-
íèå òî÷êè êâàäðàíòà I
íåäîñòóïíû, êâàäðàíòà
III � íåýôôåêòèâíû.
Ãðàíèöà ÌÏÂ (èëè,
êîðî÷å, ãðàíèöà ïðîèç-
âîäñòâåííûõ âîçìîæíî-
ñòåé, ÃÏÂ) ñîñòàâëåíà
èç ýôôåêòèâíûõ òî÷åê
è èìååò îòðèöàòåëüíûé

íàêëîí: ïðè äâèæåíèè âäîëü ãðàíèöû óâåëè÷åíèå îäíîé èç êîîðäèíàò
íåèçáåæíî ñîïðîâîæäàåòñÿ óìåíüøåíèåì äðóãîé. Â ïðîñòðàíñòâå ëþáîé
ðàçìåðíîñòè ïðè äâèæåíèè â ïðåäåëàõ ÃÏÂ óâåëè÷åíèå îäíèõ êîîð-
äèíàò äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ óìåíüøåíèåì äðóãèõ.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óïðîùåííûå îïðåäåëåíèÿ. Òî÷êó íåêîòîðîãî
ìíîæåñòâà íàçûâàþò âíóòðåííåé, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó âìåñòå ñ
íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ. Òî÷êà íàçûâàåòñÿ âíåøíåé, åñëè îíà èìååò íåêîòî-
ðóþ îêðåñòíîñòü, íè îäíà òî÷êà êîòîðîé íå ïðèíàäëåæèò ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîæå-
ñòâó. Íàêîíåö, òî÷êà íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé, åñëè ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò
êàê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äàííîìó ìíîæåñòâó, òàê è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå
åìó. Â îáùåì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå òî÷êè ìíîæåñòâà ìîãóò êàê ñîäåðæàòüñÿ, òàê è íå
ñîäåðæàòüñÿ â íåì. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ 1 £ x < 2, ñîäåðæèò ãðàíè÷íóþ òî÷êó x = 1 è íå ñîäåðæèò òî÷êó x = 2.
Ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì. Ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÌÏÂ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Âñå ýôôåêòèâíûå òî÷êè ÌÏÂ ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè: ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ýôôåê-
òèâíîé òî÷êè ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåäîñòèæèìóþ òî÷êó (â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
îäíîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå îáúåìîâ âñåõ ïðîäóêòîâ íåâîçìîæíî) è õîòÿ áû îäíó
äîñòèæèìóþ (â ñèëó ãèïîòåçû î âîçìîæíîé íåýôôåêòèâíîñòè). Ïðåäïîëîæåíèå î
çàìêíóòîñòè ÌÏÂ îçíà÷àåò, ÷òî ýôôåêòèâíûå òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ äîñòèæèìûìè.

Â ñëó÷àå äâóõ ïðîäóêòîâ ÃÏÂ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðàôèê
ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùåé ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî îäíîãî
ïðîäóêòà (ñêàæåì, x

2
) ïðè äàííîì êîëè÷åñòâå äðóãîãî (x

1
), � ôóíêöèè

òðàíñôîðìàöèè x
2 
= T(x

1
); ÃÏÂ íàçûâàþò òàêæå ëèíèåé òðàíñôîðìàöèè.

Òðàíñôîðìàöèÿ, èëè «ïðåîáðàçîâàíèå», îäíîãî ïðîäóêòà â äðóãîé ïî
ñóùåñòâó îçíà÷àåò ñîêðàùåíèå âûïóñêà îäíîãî ïðîäóêòà è èñïîëüçîâàíèå
âûñâîáîæäàþùèõñÿ ïðè ýòîì ðåñóðñîâ äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïðîèçâîäñòâà
äðóãîãî ïðîäóêòà. Èç äîïóùåíèÿ î âîçìîæíîé íåýôôåêòèâíîñòè ñëåäóåò,
÷òî åñëè x

2 
£ T(x

1
), òî òî÷êà x = (x

1
, x

2
)  ïðèíàäëåæèò ÌÏÂ. Èç ýòîãî æå

äîïóùåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ òðàíñôîðìàöèè � íåâîçðàñòàþùàÿ.

Ðèñ. 2. Ãèïîòåçà î âîçìîæíîé íåýôôåêòèâíîñòè.
à � íàðóøåíèå ãèïîòåçû; á � âûïîëíåíèå ãèïîòåçû.
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Ïðåäåëüíàÿ íîðìà òðàíñôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê âçÿòàÿ ñ îáðàòíûì
çíàêîì ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè òðàíñôîðìàöèè:

MRT
12
 =  − dx

dx
2

1
  

= 
( )− dT
x
dx

1

1

.

Â ïðîñòðàíñòâå n ïðîäóêòîâ ÃÏÂ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü
òðàíñôîðìàöèè. Åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàíñòâåííûé ãðà-
ôèê ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùåé ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
îäíîãî èç ïðîäóêòîâ (ñêàæåì, x

n
) ïðè äàííûõ êîëè÷åñòâàõ âñåõ îñòàëü-

íûõ (x
1
, x

2
, ..., xn−1 ), � ôóíêöèè òðàíñôîðìàöèè:

x
n
 

 
= T

n
 (x

1
, x

2
, ..., xn−1 ) = T

n ( )x−n .

Èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè ôóíêöèè òðàíñôîðìàöèè ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó
ïðîäóêòà, ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîòîðîãî ìû ðàññìàòðèâàåì â çàâè-
ñèìîñòè îò êîëè÷åñòâ îñòàëüíûõ ïðîäóêòîâ; îáîçíà÷åíèå x−n  áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ âåêòîðà, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç x óäàëåíèåì n-é êîìïîíåíòû.
Ôîðìàëüíî ôóíêöèÿ òðàíñôîðìàöèè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê

T
n
 (x

1
, x

2
, ..., xn−1 ) = max { x

n 
| (x

1
, x

2
, ... , xn−1 , x

n
) Î  P },

èëè, êîðî÷å,

T
n
 ( )x−n  = max {x

n 
| x Î  P }.

Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîäóêòîâ èìåþò ñìûñë âñå n ôóíêöèé
òðàíñôîðìàöèè: T

j
(x

�j
), j = 1, 2, ..., n; äëÿ êàæäîé ýôôåêòèâíîé òî÷êè

n-ìåðíîãî ÌÏÂ ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåäåëüíûå íîðìû òðàíñôîðìàöèè

MRT
ij
  = −

∂
∂
x

x
j

i

  = −
∂
∂
T

x
j

i

,

ïîêàçûâàþùèå, íà ñêîëüêî åäèíèö ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî ïðîèçâîä-
ñòâî j-òîãî ïðîäóêòà ïðè óìåíüøåíèè íà åäèíèöó êîëè÷åñòâà i-òîãî
ïðîäóêòà è íåèçìåííûõ êîëè÷åñòâàõ âñåõ îñòàëüíûõ ïðîäóêòîâ.

Óïðàæíåíèÿ.2  1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ íîðì òðàíñôîðìà-
öèè äëÿ n ïðîäóêòîâ?

2. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé MRT
ij 

è MRT
ji 

â îäíîé è òîé æå ýôôåêòèâíîé
òî÷êå? Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé MRT

ij
, MRT

jk
 è MRT

ik 
?

3*. Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ïîíÿòèÿ ôóíêöèÿ òðàíñôîðìàöèè è ïðîèçâîäñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ? ×òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðåäåëüíîé íîðìû òðàíñôîðìàöèè ïðèìåíèòåëü-
íî ê ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè?

2 Óïðàæíåíèÿ, îòìå÷åííûå çâåçäî÷êîé, îòíîñÿòñÿ ê ìàòåðèàëó, âûäåëåííîìó
ìåëêèì êåãëåì.
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2. Ãèïîòåçà î âûïóêëîñòè

Ïîíÿòèå âûïóêëîñòè â ïðîñòðàíñòâå áëàã îáñóæäàëîñü â Ìàòå-
ìàòè÷åñêîì ïðèëîæåíèè IV. Íàïîìíèì: îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì
òî÷êè x

1 
è x

2
, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

y  = l
1 
x

1
 + l

2 
x

2
,

ãäå l
1
,
 
l

2 
³

 
0 , l

1 
+

 
l

2 
=1; ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè

îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà, öåëèêîì
ñîäåðæèòñÿ â íåì.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé, åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïîëî-
æåííûõ ïîä åå ãðàôèêîì, âûïóêëî. Â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ýòî îï-
ðåäåëåíèå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà x1, x2

è ëþáûõ ÷èñåë l
1
,

 
l

2
, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèÿì

(â äàëüíåéøåì âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû l
1
,
 
l

2

ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò), ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(l
1
x1

 
+ l

2 
x2) £ l

1
f(x1)

 
+ l

2
 f(x2).

Â òåîðèè ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ äîïóùåíèåì î âûïóêëîñòè ÌÏÂ. Ðàñ-
ñìîòðèì âíà÷àëå ñìûñë ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, à â ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ
ðàññìîòðèì, íà êàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îíî ìîæåò îñíîâûâàòüñÿ.

Âûïóêëîñòü ÌÏÂ îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: åñëè ïðîèçâîäñòâåííàÿ ñè-
ñòåìà ìîæåò ïðîèçâåñòè íàáîðû ïðîäóêòîâ x1 è x2, òî îíà ìîæåò
ïðîèçâåñòè òàêæå íàáîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé «ñìåñü» èç íàáîðîâ
x1 è x2, ñîñòàâëåííóþ â ëþáîé ïðîïîðöèè. Íàïðèìåð, åñëè èìåþùèõñÿ
ðåñóðñîâ äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîèçâîäñòâà êàæäîãî èç íàáîðîâ:

x1 =  (10, 40, 20),   x2 =  (30, 10, 30),

òî èõ äîñòàòî÷íî òàêæå äëÿ ïðîèçâîäñòâà ëþáîãî èç íàáîðîâ

0.2 x1 + 0.8 x2  = (26, 16, 28),
0.5 x1 + 0.5 x2  = (20, 25, 25),

0.8 x1 + 0.2 x2  = (14, 34, 22)  è ò. ä.

Åñëè ÌÏÂ âûïóêëî, òî ôóíêöèÿ òðàíñôîðìàöèè � âîãíóòàÿ,
êàê ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì áåçðàçëè÷íî, î êàêîé
èìåííî èç âîçìîæíûõ ôóíêöèé òðàíñôîðìàöèè èäåò ðå÷ü: åñëè ìû
ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ x

j
 = T

j
(x

�j
), òî «ïîä ãðàôèêîì» áóäóò

ðàñïîëàãàòüñÿ òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ x
j
 £ T

j
(x

�j
).

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ôóíêöèÿ òðàíñôîð-
ìàöèè âîãíóòà, òî ÌÏÂ âûïóêëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, x2 Î P. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ( )x Tj j j
1 1≤ −x ,  ( )x Tj j j

2 2≤ −x .  Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó zÎ  [x1, x2], ò. å. z = l

1
x1 + l

2
x2 ïðè íåêîòîðûõ l

1
, l

2
. Â

ñèëó âîãíóòîñòè ôóíêöèè òðàíñôîðìàöèè

T
j 
(z

�j
) = T

j 
(l

1
x− j

1 + l
2
x− j

2 ) ³  l
1
T

j 
( x− j

1 ) + l
2
 T

j 
( x− j

2 ).

Íî l
1
T

j
( x− j

1 ) + l
2
T

j
( x− j

2 ) ³  l
1
xj

1 + l
2
xj

2  = z
j 
. Òàêèì îáðàçîì, z

j
 £ T

j
(z

�j
). Ðàññìîòðèì
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òî÷êó z*, îòëè÷àþùóþñÿ îò z
òîëüêî j-òîé êîìïîíåíòîé: z

j
* =

= T
j
(z

�j
) (ðèñ. 3). Òî÷êà z* ïî ïî-

ñòðîåíèþ ëåæèò íà ïîâåðõíîñ-
òè òðàíñôîðìàöèè, òàê ÷òî
z*Î P. Òàê êàê z £ z*, òî â ñèëó
äîïóùåíèÿ î âîçìîæíîé íåýô-
ôåêòèâíîñòè z Î P . Èòàê, ëþ-
áàÿ òî÷êà îòðåçêà [x1, x2] ïðè-
íàäëåæèò ÌÏÂ, ÷åì è èñ÷åð-

ïûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåð-
æäåíèÿ î âûïóêëîñòè
ÌÏÂ è î âîãíóòîñòè ôóí-
êöèè òðàíñôîðìàöèè ðàâ-
íîñèëüíû. Ïîïóòíî îòìå-
òèì, ÷òî åñëè êàêàÿ-ëèáî
èç ôóíêöèé òðàíñôîðìà-
öèè ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé, òî
âîãíóòû è âñå îñòàëüíûå.

Âîãíóòîñòü ôóíêöèè
òðàíñôîðìàöèè îçíà÷àåò,
÷òî åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (ñ ó÷åòîì çíàêà) � íåâîçðàñòàþùèå ôóí-
êöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíûå íîðìû òðàíñ-
ôîðìàöèè, MRT

ij
 = � ¶T

j 
/ ¶x

i
, ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè x

i
.

Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå î âûïóêëîñòè
ÌÏÂ ñëåäóåò èç íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ äîïóùåíèé î âîçìîæíûõ
õàðàêòåðèñòèêàõ ïðîèçâîäñòâà.

3. Ëèíåéíûå ìîäåëè

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòûõ ìîäåëåé. Ïóñòü ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ðåñóðñ, îãðàíè÷èâàþùèé ïðîèçâîäñòâåííûå âîçìîæíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî îáúåêòà, è ïóñòü R îáîçíà÷àåò ðàñïîëàãàåìîå êîëè÷åñòâî
ýòîãî ðåñóðñà. Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäñòâà  j-òîãî ïðîäóê-
òà â êîëè÷åñòâå x

j
 íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äåôèöèòíûé ðåñóðñ â êîëè-

÷åñòâå c
j
x

j
 . Ìíîæèòåëü c

j
 áóäåì íàçûâàòü íîðìîé ðàñõîäà ðåñóðñà íà j-

òûé ïðîäóêò. Åñëè ïðîèçâîäèòñÿ n ïðîäóêòîâ, òî ïîòðåáíîå äëÿ èõ
ïðîèçâîäñòâà êîëè÷åñòâî ðåñóðñà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé

r c xj j
j

n

=
=
∑

1

,

è ÌÏÂ îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì r £ R, èëè

c x Rj j
j

n

=
∑ ≤

1

Ðèñ. 3. Ñâÿçü âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ñ âîãíóòîñòüþ ôóíêöèè
òðàíñôîðìàöèè.
Îñü àáñöèññ óñëîâíî ïðåäñòàâëÿåò âñå êîîðäèíàòû, êðîìå
j-òîé.
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(à òàêæå, ðàçóìååòñÿ, óñëîâèåì íåîòðèöàòåëüíîñòè âñåõ x
j
, êîòîðîå

â äàëüíåéøåì âñþäó áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ).
Ìû ïî ñóùåñòâó çàäàëè çäåñü ôóíêöèþ r = C(x), îïðåäåëÿþùóþ

êîëè÷åñòâî ðåñóðñà, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà íàáîðà ïðîäóêòîâ
x. Ââåäåííàÿ çäåñü ôóíêöèÿ ëèíåéíà: äëÿ ëþáûõ x1 è x2 è ëþáûõ
÷èñåë a

1 
è a

2 
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî C(a

1
x1+a

2
x2) = a

1
C(x1)+a

2
C(x2), â

÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Åñëè íàáîðû ïðîäóêòîâ x1 è
x2 äîñòèæèìû, ò. å. r

1
 = C(x1) £ R è r

2
 = C(x2) £ R, òî äîñòèæèì è ëþáîé

ïðîìåæóòî÷íûé íàáîð, z = l
1
x1+l

2
x2: åãî êîìïîíåíòû íåîòðèöàòåëü-

íû, à ïîòðåáíîå äëÿ åãî ïðîèçâîäñòâà êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ

r = l
1
C(x1) + l

2
C(x2) = l

1
r

1 
+ l

2
r

2

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ r £ R. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé ìîäåëè ÌÏÂ âûïóêëî.

Íà ðèñ. 4,à èçîáðàæåíî ÌÏÂ äëÿ äâóõ ïðîäóêòîâ, íîðìû ðàñõîäà
ðåñóðñà äëÿ êîòîðûõ c

1 
= 5 è c

2 
=

 
4, à ðàñïîëàãàåìîå êîëè÷åñòâî

ðåñóðñà R
 
= 1800. ÌÏÂ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè

(0, 0), (360, 0) è (0, 450). Òðåóãîëüíèê, î÷åâèäíî, âûïóêëàÿ ôèãóðà.
Çàìåòèì, ÷òî ìû, íå îãîâîðèâ ýòîãî, èñïîëüçîâàëè äîïóùåíèå î òîì,

÷òî ïðîäóêòû âçàèìíî íåçàâèñèìû â ïðîèçâîäñòâå: êîëè÷åñòâî ðåñóðñà,
ïîòðåáíîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà j-òîãî ïðîäóêòà â êîëè÷åñòâå x

j
, íå çàâèñèò

îò òîãî, êàêèå åùå ïðîäóêòû ïðîèçâîäÿòñÿ è â êàêèõ êîëè÷åñòâàõ.
Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 4,à, è äîïóñòèì, ÷òî íàðÿäó
ñ ðàçäåëüíûìè òåõíîëîãèÿìè ïðîèçâîäñòâà êàæäîãî èç ïðîäóêòîâ ñóùå-
ñòâóåò òàêæå òåõíîëîãèÿ èõ ñîâìåñòíîãî ïðîèçâîäñòâà. Ïðè ýòîì íà
ñîâìåñòíîå ïðîèçâîäñòâî îäíîé åäèíèöû 1-ãî è îäíîé åäèíèöû 2-ãî
ïðîäóêòà òðåáóåòñÿ íå 5 + 4 = 9, à ëèøü 6 åä. ðåñóðñà (ýêîíîìèÿ îò
ðàçíîîáðàçèÿ). Ñêàæåì, ïðîèçâîäÿòñÿ ñòîëîâûå ëîæêè è ÷àéíûå ëîæå÷êè,
à ëèìèòèðóþùèé ðåñóðñ � ëèñòîâîé ìàòåðèàë, èç êîòîðîãî âûøòàìïî-

Ðèñ. 4. Íåçàâèñèìîå ïðîèçâîäñòâî (à), ýêîíîìèÿ îò ðàçíîîáðàçèÿ (á) è ïîòåðè
îò ðàçíîîáðàçèÿ (â).
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âûâàþòñÿ çàãîòîâêè. Åñëè çàãîòîâêè ÷àéíûõ ëîæå÷åê ðàçìåùàþòñÿ ìåæäó
çàãîòîâêàìè ñòîëîâûõ ëîæåê, òî îòõîäîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ïðè
øòàìïîâêå çàãîòîâîê êàæäîãî âèäà â îòäåëüíîñòè, òàê ÷òî ñîêðàùàåòñÿ
êîëè÷åñòâî ïîòðåáëÿåìîãî ìàòåðèàëà. Òåïåðü äîñòèæèìûì ÿâëÿåòñÿ íàáîð
(300, 300), êîòîðûé áûë íåäîñòèæèì ïðè ðàçäåëüíûõ òåõíîëîãèÿõ (òî÷êà
Ñ íà ðèñ. 4,á). ÌÏÂ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 4,á.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî ÌÏÂ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûïóêëî è èìååò
âèä ðèñ. 4,á.

Èòàê, âçàèìîçàâèñèìîñòü ïðîäóêòîâ â ïðîèçâîäñòâå, ïðîÿâëÿþ-
ùàÿñÿ â ýêîíîìèè îò ðàçíîîáðàçèÿ, íå íàðóøàåò âûïóêëîñòè ÌÏÂ.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ñîâìåñòíîå ïðîèçâîäñòâî òðåáóåò áîëüøåãî
êîëè÷åñòâà ðåñóðñà, ÷åì ïðè ðàçäåëüíîì ïðîèçâîäñòâå (ïîòåðè îò
ðàçíîîáðàçèÿ). Ñêàæåì, â óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ñî-
âìåñòíîå ïðîèçâîäñòâî 1 åä. 1-ãî ïðîäóêòà è 1 åä. 2-ãî ïðîäóêòà
òðåáóåò íå 9, à 12 åä. ðåñóðñà. Äîïóñòèì, ÷òî âåñü ðåñóðñ íàïðàâëåí
íà ñîâìåñòíîå ïðîèçâîäñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå âûïóñê áóäåò õàðàêòå-
ðèçîâàòüñÿ âåêòîðîì (150, 150) (òî÷êà C íà ðèñ. 4,â). Íàïðàâèâ
1000 åä. ðåñóðñà íà ïðîèçâîäñòâî ïåðâîãî ïðîäóêòà è 800 � íà
ïðîèçâîäñòâî âòîðîãî, ìû ïîëó÷èëè áû âûïóñê (200, 200) (òî÷êà D),
òàê ÷òî ñîâìåñòíîå ïðîèçâîäñòâî íåýôôåêòèâíî, è ñóùåñòâîâàíèå
òàêîé òåõíîëîãèè íå èçìåíÿåò êîíôèãóðàöèè ÌÏÂ. Èíûìè ñëîâà-
ìè, ñóùåñòâîâàíèå ñîâìåñòíîãî ïðîèçâîäñòâà, õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ
ïîòåðÿìè îò ðàçíîîáðàçèÿ, òàêæå íå íàðóøàåò âûïóêëîñòè ÌÏÂ.

Óïðàæíåíèå 5. Äëÿ ïðîèçâîäñòâà 200 êã ãîâÿäèíû è 5 êã ãîâÿæåé ïå÷åíè
òðåáóåòñÿ 1 êîðîâà; òåõíîëîãèè ðàçäåëüíîãî ïðîèçâîäñòâà ýòèõ ïðîäóêòîâ íå ñóùå-
ñòâóåò. Êàê âûãëÿäèò ÌÏÂ îáùåñòâà, ðàñïîëàãàþùåãî 1000 êîðîâ? Áóäåò ëè ýòî
ìíîæåñòâî âûïóêëî?

Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê ïðåäïîëîæåíèþ î íåçàâèñèìîñòè ïðîäóêòîâ
è ñíèìåì íåðåàëèñòè÷åñêîå äîïóùåíèå î åäèíñòâåííîñòè ëèìèòèðó-
þùåãî ðåñóðñà. Äîïóñòèì, ÷òî ïîòðåáëÿåòñÿ m ðåñóðñîâ, ðàñïîëàãà-
åìûå êîëè÷åñòâà êîòîðûõ îáîçíà÷èì  R

k 
,  k = 1, 2, ..., m.  Íîðìó

ðàñõîäà k-òîãî ðåñóðñà íà åäèíèöó  j-òîãî ïðîäóêòà îáîçíà÷èì c
kj
.

Òåì ñàìûì ìû îïðåäåëèëè m ôóíêöèé ðàñõîäà ðåñóðñîâ:

C
k
(x) = c xkj j

j

n

,
=
∑

1

         k = 1, 2, ..., m.

Òåïåðü ÌÏÂ îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

C
k
(x) £ R

k 
,              k = 1, 2, ..., m.

Êàæäîìó èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, êàê ìû âèäåëè, îòâå÷àåò âûïóêëîå
ìíîæåñòâî (â ñëó÷àå äâóõ ïðîäóêòîâ èìåþùåå âèä ðèñ. 4,à).
Äîñòèæèìûé âåêòîð x äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü âñåì íåðàâåíñòâàì
ñðàçó, ò. å. äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ, îïèñû-
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âàåìûõ êàæäûì èç íåðàâåíñòâ. Íî ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì
ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè çàòðàò ÌÏÂ âûïóêëî
ïðè ëþáîì ÷èñëå ëèìèòèðóþùèõ ðåñóðñîâ.

Ïóñòü ïðîèçâîäñòâî äâóõ ïðîäóêòîâ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ÷å-
òûðåõ ðåñóðñîâ; äàííûå ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà îòíîñÿòñÿ
ê ïåðâîìó èç íèõ, òàê ÷òî

c
11

=
 
5, c

12  
= 4, R

1  
= 1800.

Íîðìû ðàñõîäà è ðàñïîëàãàåìûå êîëè÷åñòâà îñòàëüíûõ ðåñóðñîâ:

c
21

=
 
0.2, c

22  
= 0.4, R

2  
= 120,

c
31

=
 
2, c

32  
= 0, R

3  
= 600,

c
41

=
 
0, c

42  
= 3, R

4  
= 1200

(òðåòèé ðåñóðñ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè ïðîèçâîäñòâå 1-ãî ïðîäóê-
òà, à ÷åòâåðòûé � òîëüêî 2-ãî). Íà ðèñ. 5 êàæäîìó ðåñóðñó ñîîò-
âåòñòâóåò îãðàíè÷èâàþùàÿ  ÌÏÂ ïðÿìàÿ; øòðèõîâêà ïðè êàæäîé
ïðÿìîé ïîêàçûâàåò ïîëóïëîñêîñòü, íåäîñòèæèìóþ èç-çà îãðàíè÷åí-
íîñòè äàííîãî ðåñóðñà. Íåäîñòèæèìû òàêæå îòðèöàòåëüíûå óðîâíè
âûïóñêà, ÷òî ïîêàçûâàåò øòðèõîâêà ïðè êîîðäèíàòíûõ îñÿõ. Îá-
ùàÿ ÷àñòü âñåõ íåçàøòðèõîâàííûõ ïîëóïëîñêîñòåé � âûïóêëûé
ïÿòèóãîëüíèê  OABCD � îáîçíà÷àåò ÌÏÂ. Çàìåòèì, ÷òî 4-é ðå-
ñóðñ ïðè äàííûõ êîëè÷åñòâàõ ïðî÷èõ ðåñóðñîâ ôàêòè÷åñêè íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèìèòèðóþùèì è íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïîëíîñòüþ �
ýòîìó ïðåïÿòñòâóåò îãðàíè÷åííîñòü êîëè÷åñòâà 2-ãî ðåñóðñà. Íî îí
ìîã áû ñòàòü ëèìèòèðóþùèì, åñëè áû 2-ãî ðåñóðñà ñòàëî áîëüøå.

Ëèíèÿ òðàíñôîðìàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ, êàæäîå çâåíî
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîñòüþ èñïîëüçóåìîìó (àêòèâíîìó) ðåñóðñó,

à êàæäàÿ âåðøèíà � ïåðå-
õîäó îò îäíîãî àêòèâíîãî ðå-
ñóðñà ê äðóãîìó. Â ïðåäåëàõ
çâåíà, äëÿ êîòîðîãî k-òûé
ðåñóðñ ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì,
ïðåäåëüíàÿ íîðìà òðàíñôîð-
ìàöèè MRT

12
 = c

1
/c

2
 ñîõðà-

íÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå è
ñêà÷êîì âîçðàñòàåò ïðè ïå-
ðåõîäå ÷åðåç âåðøèíó.

Óïðàæíåíèå 6. ×òî ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü òðàíñôîð-
ìàöèè, åñëè ïðîäóêòîâ áîëüøå
äâóõ?

Åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé ëè-
íåéíîé ìîäåëè âåêòîð x äîñòèæèì

Ðèñ. 5. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ äâóìÿ ïðîäóêòà-
ìè è ÷åòûðüìÿ ðåñóðñàìè.
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ïðè êîëè÷åñòâàõ ðåñóðñîâ, îïèñûâàåìûõ
âåêòîðîì R = (R

1
, R

2
, ..., R

m
), òî ïðîïîð-

öèîíàëüíîå èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà âñåõ
ðåñóðñîâ ïîçâîëÿåò ïðîïîðöèîíàëüíî èç-
ìåíèòü âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà x, ñîõðà-
íèâ åãî äîñòèæèìîñòü: åñëè âåêòîð ïðî-
äóêòîâ x äîñòèæèì ïðè âåêòîðå ðåñóð-
ñîâ R, òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà a âåêòîð ïðîäóêòîâ ax äîñòèæèì
ïðè âåêòîðå ðåñóðñîâ aR. Äëÿ ÌÏÂ â
ïðîñòðàíñòâå «ðåñóðñû�ïðîäóêòû» áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå P *. Èç ñêà-
çàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåäè-
íåííîãî âåêòîðà (R, x) Î  P * è ëþáîãî a
> 0 èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå a(R, x) Î P *.
Ìíîæåñòâî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, îá-
ëàäàþùåå òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âìåñòå ñ
ëþáûì ñîäåðæàùèìñÿ â íåì âåêòîðîì
y îíî ñîäåðæèò òàêæå âåêòîð ay ïðè
ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì a, íàçûâàåòñÿ
êîíóñîì (ðèñ. 6). Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîé ìîäåëè çàòðàò â ïðîñòðàíñòâå «ðåñóð-
ñû�ïðîäóêòû» ñîîòâåòñòâóåò êîíóñ ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé.

4. Óáûâàþùèé ïðåäåëüíûé ïðîäóêò

Â ëåêöèè 22 ïðè îáñóæäåíèè ñâîéñòâ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíê-
öèè ôèðìû ãîâîðèëîñü î òàêîé çàêîíîìåðíîñòè ïðîèçâîäñòâà, êàê
óáûâàíèå ïðåäåëüíîãî ïðîäóêòà êàæäîãî ðåñóðñà. Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîäñòâî ñ îäíèì ïðîäóêòîì è îäíèì ðåñóðñîì, îïèñûâåìîå ïðî-
èçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé x = f(r). Ôóíêöèÿ çàòðàò ðåñóðñà r =
c(x) � îáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, è
åñëè ïðåäåëüíûé ïðîäóêò ′f (r) óáûâàåò, òî ïðåäåëüíûå çàòðàòû
ðåñóðñà ′c (x) âîçðàñòàþò, òàê ÷òî c(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîäîáíàÿ çàêîíîìåðíîñòü èìååò ìåñòî íå òîëüêî äëÿ ôèðìû, íî
è äëÿ îáùåñòâåííîãî ïðîèçâîäñòâà. Íàïðèìåð, ïðè äîáû÷å íåôòè â
íåáîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëåãêîäîñòóïíûìè ìå-
ñòîðîæäåíèÿìè, òàê ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ òîííà íåôòè ïîòðåáóåò
ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîãî äîïîëíèòåëüíîãî êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ.
Áîëüøîé îáúåì äîáû÷è çàñòàâëÿåò çàáèðàòüñÿ â Çàïîëÿðüå, áóðèòü
ñêâàæèíû â ìîðñêîì äíå è ò. ä., ÷òî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò
äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû íà êàæäóþ äîïîëíèòåëüíóþ òîííó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîäñòâî n ïðîäóêòîâ. Íåîáõîäèìîå äëÿ
ïðîèçâîäñòâà êîëè÷åñòâî ðåñóðñà îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì

r = C(x) = c xj j
j

n

( ).
=
∑

1

Åñëè âñå c
j
(x

j
)  � âûïóêëûå ôóíêöèè, òî è C(x) � òàêæå âûïóêëàÿ

ôóíêöèÿ (êàê ñóììà âûïóêëûõ ôóíêöèé). ÌÏÂ îïðåäåëÿåòñÿ íåðà-

Ðèñ. 6. Êîíóñ â ïðîñòðàíñòâå «ðåñóð-
ñû�ïðîäóêòû».
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âåíñòâîì C(x) £ R. Åñëè íàáîðû ïðîäóêòîâ x1 è x2 óäîâëåòâîðÿþò
ýòîìó íåðàâåíñòâó, òî â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè C(x) èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå

C(l
1
x1 + l

2
x2) £ l

1
C(x1) + l

2
C(x2) £ l

1
R + l

2
R = R,

òàê ÷òî l
1
x1 + l

2
x2 Î  P, ò. å. ÌÏÂ âûïóêëî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ïðîèçâîäÿòñÿ 2 ïðîäóêòà è ïðîèçâîä-
ñòâåííûå ôóíêöèè äëÿ îáîèõ ïðîäóêòîâ îäèíàêîâû: x

1 
= r  è x

2 
= r .

Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè çàòðàò ðàâíû c
1
(x

1
) = x

1
2, c

2
(x

2
) = x

2
2. Äîïó-

ñòèì, ÷òî ðàñïîëàãàåìîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñà R = 100. Ðåñóðñíîå îãðà-
íè÷åíèå ïðèíèìàåò âèä C(x) = x

1
2 + x

2
2 £ 100, òàê ÷òî ÌÏÂ èçîáðà-

æàåòñÿ ÷åòâåðòüþ êðóãà ðàäèóñà 10 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
(ðèñ. 7,à). Åñëè ïðè ïîñòîÿííîé ïðîäóêòèâíîñòè ðåñóðñîâ ôóíêöèÿ
òðàíñôîðìàöèè áûëà ëèíåéíîé, òî â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå
îíà îêàçûâàåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé, è ïðè äâèæåíèè âäîëü ÃÏÂ ñëåâà
íàïðàâî ïðåäåëüíàÿ íîðìà òðàíñôîðìàöèè ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

Ïîâåäåíèå ïðåäåëüíîé íîðìû òðàíñôîðìàöèè ïðîùå âñåãî ïðîàíàëèçèðîâàòü,
âîñïîëüçîâàâøèñü ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè çàòðàò ðåñóðñà; íà ïîâåðõíî-
ñòè òðàíñôîðìàöèè îáúåì çàòðàò ðåñóðñà ðàâåí ðàñïîëàãàåìîìó, òàê ÷òî ëþáîìó
ïåðåìåùåíèþ ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîå çíà÷åíèå äèôôåðåíöèàëà:

dC(x) = ′ =
=
∑ c x dxj j
j

n

( ) .0
1

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò MRT
ik
, òî ìû äîëæíû ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ âñå dx

j
 äëÿ âñåõ

j, êðîìå j = i  è  j = k. Òàêèì îáðàçîì, ′ci dx
i
 + ′ck dx

k
 = 0, îòêóäà

MRT
dx
dx

c
c

MP
MPik

k

i

i

k

k

i

= − = ′
′

= ,

ãäå MP
i
, MP

k
 � ïðåäåëüíûå ïðîäóêòû ðàññìàòðèâàåìîãî ðåñóðñà â ïðîèçâîäñòâå

i-òîãî è k-òîãî ïðîäóêòîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè äâèæåíèè ñëåâà íàïðàâî x
i 
âîçðàñòàåò,

à x
k
 óáûâàåò; MP

i
 è MP

k
âåäóò ñåáÿ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì îáðàçîì. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðè òàêîì äâèæåíèè
ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîå âîç-
ðàñòàíèå MRT

ik
.

Èòàê, åñëè îãðàíè-
÷èâàþùèì ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûé ðåñóðñ,
òî ÌÏÂ âûïóêëî. Åñëè
îãðàíè÷èâàþùèìè ÿâ-
ëÿþòñÿ íåñêîëüêî ðàç-
ëè÷íûõ ðåñóðñîâ, òî,
êàê è â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå, äîñòèæèìûé
âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò

Ðèñ. 7. Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñ-
òåé ïðè óáûâàþùåì ïðåäåëüíîì ïðîäóêòå ñ îäíèì
(à) è äâóìÿ (á) îãðàíè÷èâàþùèìè ðåñóðñàìè.
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îäíîâðåìåííî âñåì îãðàíè÷åíèÿì âèäà C
k
(x) £ R

k
, ò. å. ïðèíàäëå-

æèò ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ, îïðåäåëÿåìûõ îãðàíè÷èâàþùèìè ðå-
ñóðñàìè. Êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ âûïóêëî, òàê ÷òî âûïóêëî è
ÌÏÂ. Ðèñ. 7,á èëëþñòðèðóåò ñëó÷àé ñ äâóìÿ ïðîäóêòàìè è äâóìÿ
ðåñóðñàìè. Îãðàíè÷åíèÿ ÌÏÂ îïèñûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè

x
1
2  + 4x

2
2

  
£ 100,

4x
1
2 +  x

2
2
  

£ 100.

Óïðàæíåíèå 7. Êàêîâ â äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ïðåäåëüíîé íîðìû

òðàíñôîðìàöèè ïðè äâèæåíèè âäîëü ÃÏÂ?

5. Ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà

Âûøå ðàññìàòðèâàëèñü ïðîèçâîäñòâåííûå ñèñòåìû, âûïóñêàþùèå
òîëüêî êîíå÷íûå ïðîäóêòû (ò. å. ïðîäóêòû, íå ïîòðåáëÿåìûå â ïðîöåñ-
ñå ïðîèçâîäñòâà â äàííîé ñèñòåìå) è ïîòðåáëÿþùèå òîëüêî âíåøíèå
ðåñóðñû (íå ïðîèçâîäèìûå â äàííîé ñèñòåìå). Åñëè äëÿ ìíîãèõ (íî íå
äëÿ âñåõ) ôèðì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðîèçâîäñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü
óäîâëåòâîðèòåëüíûì, òî äëÿ òàêèõ ñèñòåì, êàê íàöèîíàëüíîå èëè
ðåãèîíàëüíîå õîçÿéñòâî, íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî âíóòðè ýòèõ ñèñòåì
ïðîèçâîäèòñÿ çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîäóêòîâ,
ïîòðåáëÿåìûõ ýòèìè ñèñòåìàìè â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà. Ïðè ýòîì
òåõíîëîãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîíàïðàâëåííîé: â ïðîèçâîäñòâå 1-ãî ïðî-
äóêòà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ 2-é è â òî æå âðåìÿ â ïðîèçâîäñòâå 2-
ãî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ 1-é ïðîäóêò. Òàê, äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýëåêò-
ðîýíåðãèè èñïîëüçóåòñÿ íåôòü, à äëÿ äîáû÷è íåôòè � ýëåêòðîýíåð-
ãèÿ; äëÿ âûïëàâêè ìåòàëëà òðåáóåòñÿ óãîëü, à äëÿ äîáû÷è óãëÿ íóæíû
ìàøèíû è èíñòðóìåíòû, èçãîòîâëåííûå èç ìåòàëëà. Êðîìå òîãî, ïðî-
äóêò ìîæåò òðåáîâàòüñÿ äëÿ ñîáñòâåííîãî ïðîèçâîäñòâà: ÷òîáû âûðà-
ñòèòü çåðíî, òðåáóþòñÿ ñåìåíà. Òàêèì îáðàçîì, òåõíîëîãè÷åñêèå ñâÿçè
â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ìîãóò áûòü âåñüìà ñëîæíûìè. Ê ñêàçàí-
íîìó ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî íåêîòîðûå ïðîäóêòû ÷àñòè÷íî ìîãóò ïî-
òðåáëÿòüñÿ ñèñòåìîé â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà, ÷àñòè÷íî � çà åå
ïðåäåëàìè, ò. å. òàêèå ïðîäóêòû ìîãóò áûòü è ïðîìåæóòî÷íûìè, è â
òî æå âðåìÿ êîíå÷íûìè ïðîäóêòàìè ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñèñòåìó, ïðîèçâîäÿùóþ åäèíñòâåííûé ïðîäóêò è
ïîòðåáëÿþùóþ åäèíñòâåííûé âíåøíèé ðåñóðñ. Íàïðèìåð, ïðîèçâîäèòñÿ
ïøåíèöà, à â êà÷åñòâå ðåñóðñîâ èñïîëüçóþòñÿ ïøåíèöà (ñåìåíà) è çåìëÿ.
Ïóñòü äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêöèè òðåáóåòñÿ a åäèíèö ïøåíèöû
è c åäèíèö çåìëè; äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì a = 0.5 è c = 4. Äëÿ
ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû êîíå÷íîé ïðîäóêöèè íóæíî ïðåæäå âñåãî âûðàñòèòü
1 åä. ïøåíèöû. Íî äëÿ åå ïðîèçâîäñòâà íóæíî ïîòðàòèòü (è, ñëåäîâàòåëüíî,
ïðîèçâåñòè) 0.5 åä. Â ñâîþ î÷åðåäü äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýòèõ 0.5 åä. íåîáõîäèìî
ïðîèçâåñòè åùå 0.5×0.5 = 0.25, à äëÿ èõ ïðîèçâîäñòâà òðåáóåòñÿ åùå
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0.5×0.25 = 0.125 åä. è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîäñòâà 1 åä.
êîíå÷íîé ïðîäóêöèè òðåáóåòñÿ âûðàñòèòü âñåãî

1 + 0.5 + 0.52 + 0.53 + ... = 2 åä.

Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ñòàòè÷åñêèé ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñèñòåìû, òî ìû äîëæíû ñ÷èòàòü, ÷òî âñå öèêëû ïðîèçâîäñòâà (0.5,
0.52, 0.53 ... åä.) ñîâåðøàþòñÿ îäíîâðåìåííî: âûðàùèâàþòñÿ 2 åä.
ïøåíèöû, èç êîòîðûõ 1 åä. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ ïðîäóêöèþ
è 1 åä. îñòàåòñÿ íà ñåìåíà (÷òîáû â áóäóùåì ïðîèçâåñòè 2 åä.
ïðîäóêöèè è òåì ñàìûì ïðîäîëæèòü ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà).

Êîëè÷åñòâî çåìëè, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà 2 åä. ïøåíèöû (ò. å.
äëÿ 1 åä. êîíå÷íîé ïðîäóêöèè), ðàâíî 2×4 = 8 åä. Äëÿ ïðîèçâîäñòâà x
åäèíèö êîíå÷íîé ïðîäóêöèè òðåáóåòñÿ r = 8x åäèíèö çåìëè. Åñëè â
ðàñïîðÿæåíèè ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìû èìååòñÿ R = 200 åä. çåìëè,
òî åå ïðîèçâîäñòâåííûå âîçìîæíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâîì 8x £
£ 200, ò. å. ÌÏÂ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê 0 £ x £ 25.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû êîíå÷íîãî ïðîäóê-
òà òðåáóåòñÿ çàòðàòèòü a åäèíèö ýòîãî æå ïðîäóêòà, òî îáùåå
êîëè÷åñòâî ïðîèçâåäåííîãî ïðîäóêòà y (âàëîâîé ïðîäóêò) è êîëè-
÷åñòâî êîíå÷íîãî ïðîäóêòà x ñâÿçàíû áàëàíñîâûì ñîîòíîøåíèåì

y = ay + x,

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ïîêàçûâàåò èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâåäåííîãî îáúåìà:
ay åäèíèö èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðîèçâîäñòâà y åäèíèö, à x ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáúåì êîíå÷íîãî ïðîäóêòà. Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì y =
= x/(1 � a), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ðàññóæäåíèÿìè,
òàê êàê

1
1 − a

  = 1 + a + a2 + a3 + ... .

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ïðè a < 1, èíà÷å ñèñòåìà â ïðîöåññå
ïðîèçâîäñòâà ïîòðåáëÿëà áû áîëüøå ïðîäóêòà, ÷åì îíà åãî ïðîèçâîäèò,
è âûïóñê êîíå÷íîãî ïðîäóêòà áûë áû íåâîçìîæåí. Âîçìîæíîñòü ïðîèç-
âîäñòâà êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ïîëó÷èëà íàçâàíèå ïðîäóêòèâíîñòè ñèñòå-
ìû. Äëÿ îäíîïðîäóêòîâîé ñèñòåìû âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà a < 1 ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åå ïðîäóêòèâíîñòè.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ìíîãîïðîäóêòîâîé ïðîèçâîä-
ñòâåííîé ñèñòåìû. Îáùèå ìåòîäû àíàëèçà òàêèõ ñèñòåì ñî ñëîæ-
íûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè ñâÿçÿìè áûëè ðàçðàáîòàíû Â. Ëåîíòüå-
âûì â ðàìêàõ ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà (â ðóññêîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå íàçûâàåìîãî òàêæå àíàëèçîì «çàòðàòû�âûïóñê» �
ïåðåâîä àíãëèéñêîãî òåðìèíà «input-output analysis»).

Ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ïîëó÷èëè çíà÷èòåëüíîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå è â òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå, è â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ.
Â òåîðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ «÷èñòûå îòðàñëè», êàæäàÿ èç êîòîðûõ
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àññîöèèðóåòñÿ ñ ïðîèçâîäñòâîì èäåàëüíî îäíîðîäíîãî ïðîäóêòà, è
÷èñëî òàêèõ îòðàñëåé íåîïðåäåëåííî âåëèêî. Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ âîçìîæíîñòè ðàçäåëåíèÿ îáùåñòâåííîãî ïðîèçâîäñòâà íà
îòðàñëè îãðàíè÷èâàþòñÿ òðóäíîñòÿìè ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
èíôîðìàöèè, è ïîýòîìó â ðàñ÷åòàõ îïåðèðóþò «àãðåãèðîâàííûìè
îòðàñëÿìè», ïðîèçâîäÿùèìè òàêèå ïðîäóêòû, êàê ïðîäóêöèÿ ðàñ-
òåíèåâîäñòâà, ïðèáîðîñòðîåíèÿ, òðàíñïîðòíûå óñëóãè è ò. ä.

Ìû ðàññìîòðèì òå ýëåìåíòû ìîäåëè ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà,
êîòîðûå ñóùåñòâåííû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü âîïðîñà � âû-
ïóêëîñòè ÌÏÂ.

Â îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîé íèæå ìîäåëè ëåæàò ñëåäóþùèå äîïó-
ùåíèÿ:

1) êàæäûé ïðîäóêò ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è ïðîìåæó-
òî÷íûì, ïðè ýòîì îí ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïðîèçâîäñòâå ëþáîãî
ïðîäóêòà;

2) ïðîèçâîäñòâî êàæäîãî ïðîäóêòà õàðàêòåðèçóåòñÿ æåñòêîé äî-
ïîëíÿåìîñòüþ èñïîëüçóåìûõ ðåñóðñîâ;

3) ðàñõîä êàæäîãî ðåñóðñà íà ïðîèçâîäñòâî äàííîãî ïðîäóêòà
ïðîïîðöèîíàëåí êîëè÷åñòâó ïðîèçâîäèìîãî ïðîäóêòà.

Ïóñòü a
ij
 îáîçíà÷àåò ðàñõîä i-òîãî ïðîäóêòà íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû

j-òîãî ïðîäóêòà, i, j = 1, 2, ..., n. Äëÿ âåêòîðà êîíå÷íîãî ïðîäóêòà
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå x = (x

1
, x

2
, ..., x

n
); äëÿ âåêòîðà âàëîâîãî

âûïóñêà � îáîçíà÷åíèå y = (y
1
, y

2
, ..., y

n
). Áàëàíñîâûå ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó îáúåìàìè ïðîäóêòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó ðàâåíñòâ

y
i 
= a yij j

j

n

=
∑

1

+ x
i
,   i = 1, 2, ..., n.              (1)

Ðàçóìååòñÿ, íå êàæäûé ïðîäóêò ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ â êà÷å-
ñòâå ðåñóðñà â ïðîèçâîäñòâå âñåõ ïðîäóêòîâ, òàê ÷òî íåêîòîðûå èç
êîýôôèöèåíòîâ a

ij 
ðàâíû íóëþ. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå ïðîäóêòû

âîîáùå íå ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè. Åñëè i-òûé ïðîäóêò íå ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì, òî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû a

ij 
ðàâíû

íóëþ è y
i 
= x

i
. Íåêîòîðûå ïðîäóêòû, íàïðîòèâ, âûñòóïàþò òîëüêî

êàê ïðîìåæóòî÷íûå. Âàëîâîé îáúåì ïðîèçâîäñòâà òàêèõ ïðîäóêòîâ
ïîëíîñòüþ èñïîëüçóåòñÿ â ïðîèçâîäñòâå, è äëÿ íèõ x

i
 = 0.

Çàòðàòû âíåøíèõ ðåñóðñîâ ñâÿçàíû ñ âàëîâûìè îáúåìàìè âûïóñêà
ïðîäóêòîâ óæå èçâåñòíûìè íàì ñîîòíîøåíèÿìè

r
k
 = c ykj j

j

n

=
∑

1
,     k = 1, 2, ..., m.

Â ðàìêàõ îáñóæäàåìîé ìîäåëè ÌÏÂ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ âåêòîðîâ êîíå÷íûõ ïðîäóêòîâ (x),
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êîìïîíåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò áàëàíñîâûì ñîîòíîøåíèÿì (1)
ïðè óñëîâèè, ÷òî âàëîâûå îáúåìû (y) óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

c y Rkj j k
j

n

≤
=
∑ ,

1
     k = 1, 2, ..., m,              (2)

ãäå R
k
,  êàê è ðàíåå, � äîñòóïíûå êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî è â òàêîé ìîäåëè ÌÏÂ âûïóêëî. Ïóñòü âåêòîðû
êîíå÷íûõ ïðîäóêòîâ x1 è x2 äîñòèæèìû è èì ñîîòâåòñòâóþò âåêòî-
ðû âàëîâûõ ïðîäóêòîâ y1 è y2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî è ïàðà âåêòîðîâ (x1,
y1), è ïàðà âåêòîðîâ (x2, y2) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1) è (2).
Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòî÷íûå âåêòîðû:

x = l
1
x1+ l

2
x2,     y = l

1
y1 + l

2
y2,

è  íåïîñðåäñòâåííîé  ïðîâåðêîé  óáåäèìñÿ  â òîì,  ÷òî  ïàðà
âåêòîðîâ  (x, y) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äîñòèæèìîñòè:

( )

y y y a y x a y x

a y y x x a y x

i i i ij j i
j

n

ij j i
j

n

ij j j i i
j

n

ij j i
j

n

= + = +








 + +









 =

= + + + = +
= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

λ λ λ λ

λ λ λ λ

1
1

2
2

1
1 1

1
2

2 2

1

1
1

2
2

1
1

2
2

1 1

    

,

ò. å. óñëîâèå (1) âûïîëíåíî, è âàëîâîé âûïóñê y äîñòàòî÷åí äëÿ
êîíå÷íîãî âûïóñêà  x. Äàëåå,

r
k
 = ( )c y c y y c y c ykj j

j

n

kj j j
j

n

kj
j

n

j kj
j

n

j= + = +
= = = =
∑ ∑ ∑ ∑

1
1

1 2

1
1

1

1
2

1

2λ λ λ ,

òàê ÷òî r
k
 £ l

1
R

k
 + l

2
R

k 
= R

k
, ò. å. âûïîëíåíî óñëîâèå (2):

ðàñïîëàãàåìîå êîëè÷åñòâî ðåñóðñîâ äîñòàòî÷íî äëÿ âàëîâîãî âûïóñêà
y. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî  x Î  P;  òàê êàê âåêòîðû  x1 è  x2

âûáðàíû â ïðåäåëàõ ÌÏÂ ïðîèçâîëüíî, à  x � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
îòðåçêà (x1, x2), òî òåì ñàìûì äîêàçàíà âûïóêëîñòü ÌÏÂ.

Â ïðèâåäåííîì ðàññóæäåíèè ìû ìîë÷à ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ïðîèçâîä-
ñòâåííàÿ ñèñòåìà ïðîäóêòèâíà, ò. å. â ñîñòîÿíèè ïðîèçâîäèòü âàëîâîé
ïðîäóêò â êîëè÷åñòâå, ïðåâîñõîäÿùåì åãî ïðîèçâîäñòâåííîå ïîòðåáëåíèå.
Äëÿ ìíîãîïðîäóêòîâîé ñèñòåìû óñëîâèÿ ïðîäóêòèâíîñòè íîñÿò áîëåå
ñëîæíûé õàðàêòåð, ÷åì äëÿ îäíîïðîäóêòîâîé. Åñëè, íàïðèìåð, ïðîèç-
âîäñòâî åäèíèöû 1-ãî ïðîäóêòà òðåáóåò 2 åä. 2-ãî ïðîäóêòà, à ïðîèçâîäñòâî
åäèíèöû 2-ãî ïðîäóêòà â ñâîþ î÷åðåäü òðåáóåò 1.5 åä. 1-ãî ïðîäóêòà, òî
â ïðîèçâîäñòâå åäèíèöû ëþáîãî èç ýòèõ ïðîäóêòîâ çàòðà÷èâàëîñü áû ïî
êðàéíåé ìåðå 2×1.5 = 3 åä. ýòîãî ïðîäóêòà. Òàêàÿ ñèñòåìà, î÷åâèäíî,
íåïðîäóêòèâíà. ÌÏÂ íåïðîäóêòèâíîé ñèñòåìû ïóñòî, à ïóñòîå ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òàê ÷òî íåïðîäóêòèâíîñòü ñèñòåìû ôîðìàëüíî íå
ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó ðàíåå âûâîäó.
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×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ìàòðè÷íîé àëãåáðîé, ìîæåò ðàññìîòðåòü áîëåå ïðîñòîå
ðàññóæäåíèå. Åñëè x è y ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðû-ñòîëáöû, òî ðàâåíñòâó (1)
ìîæíî ïðèäàòü âèä

y = Ay + x,                               (3)

ãäå  A = ( )aij n n×  � òàê íàçûâàåìàÿ ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò ïðîäóêòîâ. Íà
ïðîèçâîäñòâî êîíå÷íîãî ïðîäóêòà x íåïîñðåäñòâåííî íóæíî çàòðàòèòü ïðîäóêòû â
êîëè÷åñòâå Ax, à íà ïðîèçâîäñòâî ýòèõ ïðîäóêòîâ çàòðàòèòü A×Ax = A2x (2-é öèêë)
è ò. ä.; âî âñåõ öèêëàõ äëÿ âûïóñêà êîíå÷íîãî ïðîäóêòà x íóæíî ïðîèçâåñòè âàëîâîé
ïðîäóêò â êîëè÷åñòâå

y = x + Ax + A2x + A3x + ... = (I + A + A2 + A3 + ...)x,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Åñëè ñòîÿùàÿ â ñêîáêàõ ìàòðè÷íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ
ïðîãðåññèÿ ñõîäèòñÿ, òî åå ñóììà ðàâíà

B = I + A + A2 + A3 + ... = (I � A)-1 .

Ñõîäèìîñòü ýòîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, êàê è â îäíîïðîäóêòîâîì ñëó÷àå,
îçíà÷àåò ïðîäóêòèâíîñòü ñèñòåìû. Âåêòîð âàëîâîãî ïðîäóêòà ïðîäóêòèâíîé ñèñòåìû
ñâÿçàí ñ âåêòîðîì êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ñîîòíîøåíèåì

y = Bx = (I � A)-1 x.                           (4)

Ìàòðèöà B ïîëó÷èëà íàçâàíèå ìàòðèöû ïîëíûõ çàòðàò ïðîäóêòîâ. Ðàâåíñòâî
(4) ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî âûâåäåíî íåïîñðåäñòâåííî èç áàëàíñîâîãî ñîîòíîøåíèÿ
(3): y � Ay = x, èëè (I � A)y = x; óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ñëåâà íà ìàòðèöó (I � A)-1 ,
ïîëó÷èì y = (I � A)-1 x. Îäíàêî ýòî ðàâåíñòâî èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ïðîäóêòèâíûõ
ñèñòåì. Ñ ìàòðèöåé B ñâÿçàí ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé êðèòåðèé ïðîäóêòèâíîñòè:
ñèñòåìà ïðîäóêòèâíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû B
íåîòðèöàòåëüíû.

Âåêòîð-ñòîëáåö r çàòðàò âíåøíèõ ðåñóðñîâ ñâÿçàí ñ âàëîâûì ïðîäóêòîì
ñîîòíîøåíèåì r = Cy, ãäå C = ( )ckj m n×   

� ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò ðåñóðñîâ. Ðàâåíñòâî
(4) ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàòü ïîòðåáíîå êîëè÷åñòâî âíåøíèõ ðåñóðñîâ ñ
êîíå÷íûì ïðîäóêòîì: r = CBx, èëè r = Dx, ãäå ìàòðèöà D = CB ñâÿçûâàåò çàòðàòû
âíåøíèõ ðåñóðñîâ ñ êîíå÷íûì ïðîäóêòîì. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå R äëÿ âåêòîðà
ðàñïîëàãàåìûõ ðåñóðñîâ, ïðèõîäèì ê ÿâíîìó îïèñàíèþ ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ
âîçìîæíîñòåé:

Dx £ R.

Òàêàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ îïèñàíèåì, èñïîëüçîâàííûì â

ï. 3 äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè áåç ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîäóêòîâ.

Çäåñü áûëà ðàññìîòðåíà ëèíåéíàÿ ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áà-
ëàíñà. Ñóùåñòâóþò âàðèàíòû ìîäåëè, äîïóñêàþùèå íàëè÷èå íåëè-
íåéíûõ çàâèñèìîñòåé. Åñëè ïîòðåáíîñòè â ðåñóðñàõ (è âíåøíèõ, è
ïðîìåæóòî÷íûõ) ñâÿçàíû ñ îáúåìàìè âûïóñêà ïðîäóêòîâ (è êîíå÷-
íûõ, è ïðîìåæóòî÷íûõ) âûïóêëûìè çàâèñèìîñòÿìè, ò. å. âñå ïðî-
öåññû ïðîèçâîäñòâà â ñèñòåìå õàðàêòåðèçóþòñÿ íåâîçðàñòàþùèìè
ïðåäåëüíûìè ïðîäóêòàìè ðåñóðñîâ, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå òàêæå ÌÏÂ îêàçûâàåòñÿ âûïóêëûì.

Ðàññìîòðåííûå íàìè ìîäåëè ïîçâîëÿþò ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî
ïðåäïîëîæåíèå î âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæ-
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íîñòåé õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ îñíîâíûìè ïîñòóëàòàìè ýêîíîìè÷åñêîé
òåîðèè. Ðàçóìååòñÿ, áûëî áû îøèáêîé ñ÷èòàòü, ÷òî âûïóêëîñòü ÌÏÂ
èìååò ìåñòî àáñîëþòíî âî âñåõ ìîäåëÿõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì. Â
÷àñòíîñòè, âûïóêëîñòü òðåáóåò íåîãðàíè÷åííîé äåëèìîñòè âñåõ ïðîäóê-
òîâ. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç íèõ íå îòâå÷àåò ýòîìó òðåáîâàíèþ, ÌÏÂ óæå
íå ìîæåò áûòü âûïóêëûì. Íî ýòèì è äðóãèìè ïîäîáíûìè îáñòîÿòåëü-
ñòâàìè, òðåáóþùèìè ó÷åòà ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ õîçÿéñòâåííûõ çàäà÷,
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íà óðîâíå òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåì áîëåå òîãäà,
êîãäà îáúåêòîì àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìèêà â öåëîì.

XVI. Ìîäåëè êîíêóðåíòíîãî
è íåêîíêóðåíòíîãî ïîèñêà ðåíòû

Â ëåêöèè 50 áûëè êðàòêî è â ïîïóëÿðíîé ôîðìå ðàññìîòðåíû
íåêîòîðûå îñíîâíûå ïîñòóëàòû òåîðèè ïîèñêà ðåíòû. Öåëüþ äàí-
íîãî ïðèëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå óãëóáëåííîå ðàññìîòðåíèå ýòîé
òåîðèè. Â  íåì ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñêðûâàþòñÿ ìîäåëè êîíêóðåí-
òíîãî è íåêîíêóðåíòíîãî ïîèñêà ðåíòû è ñâÿçàííîå ñ íèìè ïîëíîå
è íåïîëíîå ðàñòðà÷èâàíèå ðåíòû. Ñòàòüÿ ïðåäïîëàãàåò ïðåäâàðèòåëü-
íîå îçíàêîìëåíèå ñ òåîðèåé ïîèñêà ðåíòû, èçëîæåííîé â ÷àñòè V.

Êîíêóðåíòíûé ïîèñê ðåíòû

Ìîäåëü êîíêóðåíòíîãî ïîèñêà ðåíòû âïåðâûå áûëà ïðåäñòàâëå-
íà â ñòàòüå Ã. Òàëëîêà è ðàçâèòà Ð. Ïîçíåðîì.1 Îíà áàçèðóåòñÿ íà
ðÿäå äîïóùåíèé.

Âî-ïåðâûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáðåòåíèå ìîíîïîëèè îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ â ïðîöåññå êîíêóðåíöèè, òàê ÷òî çàòðàòû âñåõ ôèðì íà
ïîëó÷åíèå ìîíîïîëüíîãî ïîëîæåíèÿ â òî÷íîñòè ðàâíû îæèäàåìîé
ïðèáûëè îò íåãî. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ñóòü òîãî, ÷òî â òåîðèè
ïîèñêà íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ðàñòðà÷èâàíèåì ðåíòû.

Ïîñòóëàò î ïîëíîì ðàñòðà÷èâàíèè ðåíòû îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, îò-
ñóòñòâèå ñëó÷àåâ, êîãäà îæèäàåìàÿ ìîíîïîëüíàÿ ïðèáûëü ïðåâûøàåò
ñóììàðíóþ öåííîñòü ðåñóðñîâ, èñïîëüçîâàííûõ â ïðîöåññå ïîëó÷åíèÿ
ìîíîïîëèè (òàê íàçûâàåìûõ èíâåñòèöèé â ïîèñê ðåíòû). Åñëè òàêîå
ïðåâûøåíèå èìååò ìåñòî, òî êîíêóðåíöèÿ òóò æå çàñòàâèò ôèðìû íàíÿòü
äîïîëíèòåëüíûå ðåñóðñû â ïîïûòêàõ çàõâàòèòü ìîíîïîëüíûå ïðèáûëè.

Âî-âòîðûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â äëèòåëüíîì ïåðèîäå ïðåäëî-
æåíèå âñåõ çàäåéñòâîâàííûõ â ïðèîáðåòåíèè ìîíîïîëèè ðåñóðñîâ
ñîâåðøåííî ýëàñòè÷íî, ò. å. öåíû ýòèõ ðåñóðñîâ íå âêëþ÷àþò ðåí-
òíûõ ñîñòàâëÿþùèõ.

1 Tullock G. The welfare costs of tariffs, monopolies, and theft // West. Econ. J.
1967. Vol. 5. P. 73�79; Posner R. The social costs of monopoly and regulation // J.
Pol. Econ. 1975. Vol. 83, N 4. P. 807�827.




