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÷åì è èñ÷åðïûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

2. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è ïðè ðåøåíèè
íåêîòîðûõ äðóãèõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, òîãî, êî-
òîðîå âîçíèêëî â ñâÿçè ñ óñëîâèåì ñîãëàñîâàííîñòè âî âðåìåíè:
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ïðè÷åì íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ çäåñü äîëæíà ïðèíèìàòü ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ïî÷ëåííî ëîãàðèôìèðóÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (2)
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ìû óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ L(T) = lnk(T) àääèòèâíà:
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è â ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñâîéñòâà àääèòèâíûõ ôóíêöèé
L(T) = = bT. Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî lnk(T) = bT è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèåì èíòåðåñóþùåãî íàñ óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

k(T) = e Tβ .

Ýòîò ðåçóëüòàò è áûë èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ðîñòà.

VII. Ìàòåìàòèêà ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé

Ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè è îòäà÷à îò ìàñøòàáà

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå ìû íåñêîëüêî ðàç áóäåì ññûëàòüñÿ íà
Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå II, êîòîðîå äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÌÏ II.

Êàê óêàçûâàëîñü â ëåêöèè 22, ïðåäåëüíûé ïðîäóêò íåêîòîðîãî
ðåñóðñà õàðàêòåðèçóåò àáñîëþòíîå èçìåíåíèå âûïóñêà ïðîäóêòà,
ïðèõîäÿùåãîñÿ íà åäèíèöó èçìåíåíèÿ ðàñõîäà äàííîãî ðåñóðñà,
ïðè÷åì èçìåíåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè. Äëÿ ïðîèçâîäñòâåí-
íîé ôóíêöèè q = = f(x
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Âëèÿíèå îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ðàñõîäà i-ãî ôàêòîðà íà
âûïóñê ïðîäóêòà, ïðåäñòàâëåííîå òàêæå â îòíîñèòåëüíîé ôîðìå,
õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòíîé ýëàñòè÷íîñòüþ âûïóñêà ïî çàòðàòàì
ýòîãî ïðîäóêòà:
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(ñì. ÌÏ II). Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îáîçíà÷àòü [ ]Εx ii
f e= .×àñòíàÿ

ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ðàâíà îòíîøåíèþ ïðå-
äåëüíîãî ïðîäóêòà äàííîãî ðåñóðñà ê åãî ñðåäíåìó ïðîäóêòó.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîäñòâåí-
íîé ôóíêöèè ïî íåêîòîðîìó àðãóìåíòó � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.
Åñëè ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíûì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòîâ x

1
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, ...,

x
n
 îäèí èç àðãóìåíòîâ (i-òûé) èçìåíèòñÿ â l  ðàç, à îñòàëüíûå

îñòàíóòñÿ íà ïðåæíèõ óðîâíÿõ, òî èçìåíåíèå âûïóñêà ïðîäóêòà
îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííîé ôóíêöèåé:

q A ei= λ

(ñì. ÌÏ II, ôîðìóëà (8) è óïðàæíåíèå 3). Ïîëàãàÿ l  = 1, íàéäåì,
÷òî À = f(x

1
, ..., x

n
), è ïîýòîìó

( )q f x xe
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i= λ 1,..., .                        (1)

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ýëàñòè÷íîñòü � ïåðåìåííàÿ âåëè÷èíà, ðàâåí-
ñòâî (1) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ïðè çíà÷åíèÿõ l , áëèçêèõ ê åäèíèöå,
ò. å. ïðè l  = 1 + e, è òåì áîëåå òî÷íûì, ÷åì áëèæå |e | ê íóëþ.

Ïóñòü òåïåðü çàòðàòû âñåõ ðåñóðñîâ èçìåíèëèñü ïðîïîðöèîíàëüíî,
ò. å. çàòðàòû êàæäîãî èçìåíèëèñü â l  ðàç. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ
òîëüêî ÷òî îïèñàííûé ïðèåì ê x
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Ñóììà ÷àñòíûõ ýëàñòè÷íîñòåé íåêîòîðîé ôóíêöèè ïî âñåì åå àð-
ãóìåíòàì ïîëó÷èëà íàçâàíèå ïîëíîé ýëàñòè÷íîñòè ôóíêöèè. Ââî-
äÿ îáîçíà÷åíèå
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äëÿ ïîëíîé ýëàñòè÷íîñòè ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè, ìû ìîæåì
ïðåäñòàâèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå

( ) ( )f x x x f x x xn
E

nλ λ λ λ1 2 1 2, ,..., , ,..., .≈               (2)

Ðàâåíñòâî (2) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëíàÿ ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîä-
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ñòâåííîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò äàòü îòäà÷å îò ìàñøòàáà ÷èñëîâîå
âûðàæåíèå. Ïóñòü ðàñõîä âñåõ ðåñóðñîâ íåìíîãî óâåëè÷èëñÿ ñ ñî-
õðàíåíèåì âñåõ ïðîïîðöèé (l  > 1). Åñëè Å > 1, òî âûïóñê ïðîäóê-
öèè óâåëè÷èëñÿ áîëüøå, ÷åì â l  ðàç (âîçðàñòàþùàÿ îòäà÷à îò
ìàñøòàáà), à åñëè Å < 1, òî ìåíüøå, ÷åì â l  ðàç. Ïðè Å = 1 âûïóñê
ïðîäóêöèè èçìåíèòñÿ â òîé æå ñàìîé ïðîïîðöèè, ÷òî è çàòðàòû
âñåõ ðåñóðñîâ (ïîñòîÿííàÿ îòäà÷à).

Âûäåëåíèå êîðîòêîãî è äëèòåëüíîãî ïåðèîäîâ ïðè îïèñàíèè õàðàêòåðèñòèê
ïðîèçâîäñòâà � ãðóáàÿ ñõåìàòèçàöèÿ. Èçìåíåíèå îáúåìîâ ïîòðåáëåíèÿ ðàçëè÷íûõ
ðåñóðñîâ � ýíåðãèè, ìàòåðèàëîâ, ðàáî÷åé ñèëû, ñòàíêîâ, çäàíèé è ò. ä. � òðåáóåò
ðàçëè÷íîãî âðåìåíè. Äîïóñòèì, ÷òî ðåñóðñû ïåðåíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
ïîäâèæíîñòè: áûñòðåå âñåãî ìîæíî èçìåíèòü x
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òðåáóåò íàèáîëüøåãî âðåìåíè. Ìîæíî âûäåëèòü ñâåðõêîðîòêèé, èëè íóëåâîé, ïåðè-
îä, êîãäà íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ íè îäèí ôàêòîð; 1-é ïåðèîä, êîãäà èçìåíÿåòñÿ òîëüêî
x
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é ïåðèîä, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìîãóò èçìåíèòüñÿ îáúåìû âñåõ ðåñóðñîâ. Ðàçëè÷íûõ
ïåðèîäîâ, òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ n + 1.

Ðàññìàòðèâàÿ íåêîòîðûé ïðîìåæóòî÷íûé ïî âåëè÷èíå, k-é ïåðèîä, ìû ìîæåì
ãîâîðèòü î ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ïåðèîäó îòäà÷å îò ìàñøòàáà, èìåÿ â âèäó ïðî-
ïîðöèîíàëüíîå èçìåíåíèå îáúåìîâ òåõ ðåñóðñîâ, êîòîðûå â ýòîì ïåðèîäå ìîãóò
èçìåíÿòüñÿ, ò. å. x
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çíà÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ïåðèîäó ïîêàçàòåëü îòäà÷è îò ìàñøòàáà ðàâåí
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Óäëèíÿÿ ïåðèîä, ìû äîáàâëÿåì ê ýòîé ñóììå ñëåäóþùèå ñëàãàåìûå, ïîêà íå
ïîëó÷èòñÿ çíà÷åíèå Å äëÿ äëèòåëüíîãî ïåðèîäà.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, âñå
÷àñòíûå ýëàñòè÷íîñòè å

1
 ïîëîæèòåëüíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åì ïðîäîëæèòåëüíåå

ïåðèîä, òåì áîëüøå îòäà÷à îò ìàñøòàáà.

Îäíîðîäíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè

Ðàâåíñòâî (2) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ïðè l , áëèçêîì ê åäèíè-
öå. Ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáûõ l  è ëþáûõ x
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âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

( ) ( )f x x x f x x xn nλ λ λ λα
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ïîëó÷èëè íàçâàíèå îäíîðîäíûõ ôóíêöèé, à âåëè÷èíà a � ñòåïåíè
îäíîðîäíîñòè. Îäíîðîäíûå ôóíêöèè 1-é ñòåïåíè íàçûâàþò ëèíåé-
íî îäíîðîäíûìè. Íèæå ïðèâåäåíû ïðèìåðû îäíîðîäíûõ ôóíêöèé;
â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ óêàçàíû ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè:

y a x a x a x= + +1 1 2 2 3 3 [1]; y a
x
x

a
x
x

= +1
1

3
2

2

3

[0];

y a x a x x= +1 1
2

2 2 3 [2];

y a x x= 1 1
0 2

2
0 5. . [0.7]; y a

x
x x

a
x

x x
= +1

1

2 3
2

2

1 3

[�1].



Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå608

Ôóíêöèè ó = à + b
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2  íåîäíîðîäíû.
Îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè a óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà:

∂
∂
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Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà f, ïîëó÷èì
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Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ýëàñòè÷íîñòü îäíîðîäíîé ôóíêöèè �
ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ïðè ýòîì ÷àñòíûå ýëàñòè÷íîñòè ïî êàæäîìó
àðãóìåíòó ìîãóò áûòü ïåðåìåííûìè.

Îäíîðîäíûå ôóíêöèè îáëàäàþò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè, äåëàþùè-
ìè èõ âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûìè äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ
ðåàëüíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ.

Ïðîïîðöèîíàëüíîìó èçìåíåíèþ âñåõ àðãóìåíòîâ ãåîìåòðè÷åñêè ñî-
îòâåòñòâóåò äâèæåíèå âäîëü ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò.
Âîçüìåì äâå ëþáûå òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé èçîêâàíòå, ñêàæåì, À
è Â (ðèñ. 1). Ïðîâåäåì èç íà÷àëà êîîðäèíàò ëó÷è ÷åðåç ýòè òî÷êè è
îòëîæèì íà íèõ òî÷êè ′A è ′B  òàê, ÷òîáû êàæäûé èç îòðåçêîâ OA′
è OB′  áûë â l  ðàç äëèííåå ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà ÎÀ èëè ÎÂ.
Åñëè èñõîäíîé èçîêâàíòå ñîîòâåòñòâîâàëî çíà÷åíèå ïðîèçâîäñòâåííîé
ôóíêöèè q, òî è òî÷êå ′A  òî è òî÷êå ′B  ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå
çíà÷åíèå λαq,  òàê ÷òî òî÷êè ′A  è ′B  ëåæàò íà îäíîé èçîêâàíòå.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ èçîêâàíòà îäíîðîäíîé ïðîèçâîäñòâåííîé
ôóíêöèè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ëþáîé äðóãîé ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ (ãîìîòåòèè) ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðî-
èçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ. Âîçüìåì
íà ðàçëè÷íûõ èçîêâàíòàõ òî÷êè,
â êîòîðûõ íàêëîí èçîêâàíò îäèí
è òîò æå. Ñîåäèíÿþùàÿ ýòè òî÷-
êè ëèíèÿ íàçûâàåòñÿ èçîêëèíîé
(îò ãðå÷. klinw  � íàêëîíÿòü).
Èíûìè ñëîâàìè, èçîêëèíà îáúå-
äèíÿåò ïðîèçâîäñòâåííûå âàðèàí-
òû, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îäèíàêî-
âûìè çíà÷åíèÿìè ïðåäåëüíîé
íîðìû òåõíè÷åñêîé çàìåíû ðå-
ñóðñîâ. Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå
2 ëåêöèè 22, ëèíèÿ îïòèìàëüíîãî
ðîñòà ôèðìû õàðàêòåðèçóåòñÿ ïî-

Ðèñ. 1. Ïîäîáèå èçîêâàíò îäíîðîäíîé
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè.
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ñòîÿíñòâîì ïðåäåëüíîé íîðìû çàìåíû, êîòîðàÿ âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé
ëèíèè ðàâíà îòíîøåíèþ öåí ðåñóðñîâ. Òàêèì îáðàçîì, ëèíèÿ ðîñòà
� ýòî îäíà èç èçîêëèí ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè. Ïðè èçìåíåíèè
öåí ðåñóðñîâ ôèðìà «ïåðåñêàêèâàåò» ñ îäíîé èçîêëèíû íà äðóãóþ.

Èç ïîäîáèÿ èçîêâàíò îäíîðîäíîé ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êàõ
îäíîãî ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò, âñå èçîêâàíòû èìåþò
îäèí è òîò æå íàêëîí. Òàêèì îáðàçîì, âñå èçîêëèíû îäíîðîäíîé
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè (è, â ÷àñòíîñòè, ëèíèÿ îïòèìàëüíîãî
ðîñòà) � ëó÷è, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 2,á).

Îäíîðîäíîñòü ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ñóùåñòâåííî óïðîùàåò
àíàëèç îòäà÷è îò ìàñøòàáà. Ïðåæäå âñåãî ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè õà-
ðàêòåðèçóåò âëèÿíèå ìàñøòàáà çàòðàò ðåñóðñîâ íà âûïóñê ïðîäóêöèè
ïðè ëþáûõ èçìåíåíèÿõ ìàñøòàáà (à íå òîëüêî ïðè ìàëûõ, êàê îáùàÿ
ýëàñòè÷íîñòü ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè). Íå ìåíåå âàæíî è òî îáñòîÿ-
òåëüñòâî, ÷òî èçìåíåíèå ìàñøòàáà âûïóñêà ïðîäóêöèè â ñëó÷àå îäíî-
ðîäíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè ïðîèñõîäèò ïóòåì ïðîïîðöèîíàëü-
íîãî èçìåíåíèÿ ðàñõîäà ðåñóðñîâ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå òàêîé
õàðàêòåð èçìåíåíèÿ îòâå÷àåò ëèíèè îïòèìàëüíîãî ðîñòà ôèðìû.

Ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà

Òðóäíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òîáû òàêîé ñëîæíûé îáúåêò, êàê
ïðîèçâîäñòâî, ìîæíî áûëî îïèñàòü ôóíêöèåé, èìåþùåé ïðîñòîå
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå. Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîèçâîäñòâåí-
íóþ ôóíêöèþ ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ
òåõ èëè èíûõ òåîðåòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé, íî è äëÿ âûïîëíåíèÿ
êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòîâ, îíà äîëæíà èìåòü ôîðìó, äîïóñêàþùóþ
êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó. Êàê è â äðóãèõ îáëàñòÿõ çíàíèÿ, óñèëèÿ
ó÷åíûõ áûëè íàïðàâëåíû íà îòûñêàíèå òàêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå

Ðèñ. 2. Ñåìåéñòâà èçîêëèí ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé îáùåãî
âèäà (à) è îäíîðîäíîé (á).
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ïîçâîëèëè áû ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñàòü õàðàêòåðèñòèêè
ðåàëüíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ è èññëåäîâàòü èõ ñâîéñòâà.

Â 1928 ã. Ê. Ó. Êîáá è Ï. X. Äóãëàñ äëÿ îïèñàíèÿ çàâèñèìîñòè
îáúåìà ïðîäóêöèè îòðàñëè îò çàòðàò òðóäà (L) è êàïèòàëà (K)
ïðåäëîæèëè ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

q AL KL K= α α .                           (4)

Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà íàðÿäó ñ íåêî-
òîðûìè äðóãèìè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ôóíêöèé ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå
ôóíêöèåé Êîááà�Äóãëàñà íàçûâàþò ôóíêöèþ

q Ax x xn
n= 1 2

1 2α α α... .                        (5)

Ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà � ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ âñåõ ñâîèõ àð-
ãóìåíòîâ; åå ÷àñòíûå ýëàñòè÷íîñòè å

i
, ïîñòîÿííû è ñîâïàäàþò ñ

ïàðàìåòðàìè α i . Ýòî îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè

α α α α= + + +1 2 ... ,n

òàê ÷òî ñóììà ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè â ôóíêöèÿõ (4) èëè (5) ñëóæèò
ïîêàçàòåëåì îòäà÷è îò ìàñøòàáà. Åñëè îòäà÷à îò ìàñøòàáà ïîñòî-
ÿííà, òî ýòà ñóììà ðàâíà åäèíèöå.

Äèôôåðåíöèðóÿ ôóíêöèþ (4) ïî L, íàéäåì ïðåäåëüíûé ïðîäóêò
òðóäà:

MP AL K
q

LL L
LL K= =−α αα α1 .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëüíîãî ïðîäóêòà êà-
ïèòàëà:

MP
q

KK
K= α .

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëüíîé íîðìû çàìåíû òðó-
äà êàïèòàëîì:

MRTS
MP
MP

K
LLK

L

K

L

K

= = ⋅α
α

.

Èòàê, åñëè ïðîèçâîäñòâî îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Êîááà�Äóãëàñà,
òî ïðèðîñò êàïèòàëà, çàìåùàþùèé åäèíèöó òðóäà, ïðîïîðöèîíàëåí
óæå äîñòèãíóòîé ôîíäîâîîðóæåííîñòè òðóäà (îòíîøåíèþ âåëè÷èíû
êàïèòàëà ê çàòðàòàì òðóäà).
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Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî è äëÿ ôóíêöèè âèäà (5).
Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5), ïðèäåì ê âûðàæåíèþ

ln ln ln ln ... ln .q A x x xn n= + + + +α α α1 1 2 2

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ëîãàðèôì îáúåìà ïðîäóêòà ó = lnq è ëîãàðèôìû
çàòðàò ðåñóðñîâ z

i
 = lnx

i
 ñâÿçàíû ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì

y a z z zn n= + + + +α α α1 1 2 2 ... ,

ãäå à = lnÀ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè
ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè Êîááà�Äóãëàñà ïî ðåàëüíûì äàííûì: ïîäáîð
ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðàâíèòåëüíî
íåñëîæíóþ çàäà÷ó. Ýòà çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî ïðîñòîé, åñëè
ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä (4) è ê òîìó æå èññëåäîâàòåëü
ïî òåì èëè èíûì ñîîáðàæåíèÿì èñõîäèò èç ïîñòîÿíñòâà îòäà÷è îò
ìàñøòàáà. Â ýòîì ñëó÷àå α αL K= −1 ; ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà
(4) íà L, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

q
L

AL K A
K
L

K K
K

= = 





−α α
α

,

ñâÿçûâàþùåìó ñðåäíèé ïðîäóêò òðóäà ñ åãî ôîíäîâîîðóæåííîñòüþ.
Ýòà ñâÿçü îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ, è
÷èñëåííàÿ îöåíêà åå ïàðàìåòðîâ ïî äàííûì íàáëþäåíèÿ ìîæåò
ïðîèçâîäèòñÿ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçäåëå 2
ëåêöèè 7 ïðè îïðåäåëåíèè ýëàñòè÷íîñòè ñïðîñà.

VIII. Ïðåäåëüíàÿ âûðó÷êà

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ

Ïðåäåëüíàÿ âûðó÷êà èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îäíîãî èç îñíîâ-
íûõ ñðåäñòâ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ôèðì â óñëîâèÿõ ðàçëè÷íûõ ðû-
íî÷íûõ ñòðóêòóð. Ìíîãèå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â 26-é è ïîñ-
ëåäóþùèõ ëåêöèÿõ, îñíîâûâàþòñÿ íà òîì, ÷òî ôèðìà, ñòðåìÿùàÿñÿ
ê ìàêñèìóìó ïðèáûëè, âûáèðàåò òàêîé îáúåì ïðîèçâîäñòâà, ïðè
êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

MR = ÌÑ.                            (1)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè TR è ÒÑ � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè îáúåìà ïðîèçâîäñòâà, òî ðàâåíñòâî (1) ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîá-
õîäèìûì óñëîâèåì ìàêñèìóìà ïðèáûëè. Åñëè ïðè íåêîòîðîì îáúåìå




