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3. Âñå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ
èìåþò âèä (8) (âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (4)).

4. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñ ïîñòîÿííûìè ÷àñòíûìè
ýëàñòè÷íîñòÿìè � ýòî ñòåïåííûå ôóíêöèè âèäà
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III. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà è ôóíêöèè

Ïðè èññëåäîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé ìàòåìàòè÷åñêèìè ìå-
òîäàìè âåñüìà çíà÷èòåëüíûì îêàçûâàåòñÿ òàêîå ñâîéñòâî ìíîãèõ
ìíîæåñòâ è ôóíêöèé, êàê âûïóêëîñòü. Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ìíîãèõ
ýêîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñâÿçàí ñ òåì. ÷òî îïðåäåëåííûå çàâèñèìî-
ñòè, îïèñûâàþùèå ýòè îáúåêòû, ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè. Ñ âûïóêëî-
ñòüþ ôóíêöèé è ìíîæåñòâ ÷àñòî ñâÿçàíî ñóùåñòâîâàíèå èëè åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷: íà ýòîì æå ñâîéñòâå
îñíîâàíû ìíîãèå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû.

Ñïðàâåäëèâîñòü ìíîãèõ óòâåðæäåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê âûïóêëûì
ìíîæåñòâàì è ôóíêöèÿì, ñîâåðøåííî ÿñíà, îíè ïî÷òè î÷åâèäíû. Â òî
æå âðåìÿ èõ äîêàçàòåëüñòâî çà÷àñòóþ î÷åíü ñëîæíî. Ïîýòîìó çäåñü
áóäóò èçëîæåíû íåêîòîðûå îñíîâíûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ âûïóêëîñ-
òüþ, áåç äîêàçàòåëüñòâ, â ðàñ÷åòå íà èõ èíòóèòèâíóþ óáåäèòåëüíîñòü.

1. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè

Ëþáàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôèãóðà íà ïëîñêîñòè ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ýòîé ôèãóðå. Îäíè ìíîæå-
ñòâà (íàïðèìåð, êðóã, ïðÿìîóãîëüíèê, ïîëîñà ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè) ñîäåðæàò è âíóòðåííèå, è ãðàíè÷íûå òî÷êè; äðóãèå (íàïðè-
ìåð, îòðåçîê, îêðóæíîñòü) ñîñòîÿò òîëüêî èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê.

Ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îíî îáëà-
äàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå òî÷êè
ýòîãî ìíîæåñòâà, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå (ðèñ. 1).

Ïðèìåðàìè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ: òðåóãîëüíèê, îòðå-
çîê, ïîëóïëîñêîñòü (÷àñòü ïëîñêîñòè, ëåæàùàÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò
êàêîé-ëèáî ïðÿìîé), âñÿ ïëîñêîñòü. Äðóãèå ïðèìåðû âûïóêëûõ
ìíîæåñòâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2,à. Íà ðèñ. 2,á ïðèâåäåíû ïðèìåðû
íåâûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé-åäèíñòâåííîé òî÷êè, è ïóñòîå ìíî-
æåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîé òî÷êè, ïî ïðèíÿòîìó ñîãëàøåíèþ,
òàêæå ñ÷èòàþòñÿ âûïóêëûìè. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, â ýòèõ ìíîæåñòâàõ
íåâîçìîæíî ïðîâåñòè îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé êàêèå-òî òî÷êè ýòèõ ìíî-
æåñòâ è íå ïðèíàäëåæàùèé ýòèì ìíîæåñòâàì öåëèêîì, � â íèõ
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âîîáùå íåâîçìîæíî âûáðàòü äâå òî÷êè. Ïîýòîìó èõ âêëþ÷åíèå â
÷èñëî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íå ïðèâåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îïðåäåëåíè-
åì, à äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé ýòîãî äîñòàòî÷íî.

Ïåðåñå÷åíèå, ò. å. îáùàÿ ÷àñòü äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, âñåãäà
âûïóêëî: âçÿâ ëþáûå äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (à îíè � îáùèå, ò. å.
ïðèíàäëåæàò êàæäîìó èç ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ) è ñîåäèíèâ èõ
îòðåçêîì, ìû ëåãêî óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî âñå òî÷êè îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ
îáùèìè äëÿ îáîèõ ìíîæåñòâ, òàê êàê êàæäîå èç íèõ âûïóêëî. Âû-
ïóêëûì áóäåò è ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Âàæíûì ñâîéñòâîì âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ èõ îòäåëè-
ìîñòü: åñëè äâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâà íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ
òî÷åê, òî ïëîñêîñòü ìîæíî ðàçðåçàòü ïî ïðÿìîé òàêèì îáðàçîì,
÷òî îäíî èç ìíîæåñòâ áóäåò öåëèêîì ëåæàòü â îäíîé ïîëóïëîñêî-
ñòè, à äðóãîå � â äðóãîé (íà ëèíèè ðàçðåçà ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ
òî÷êè îáîèõ ìíîæåñòâ). Îòäåëÿþùàÿ èõ ïðÿìàÿ â îäíèõ ñëó÷àÿõ
îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíîé, â äðóãèõ � íåò (ðèñ. 3).

Ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ñàìà ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê âûïóêëîå ìíîæåñòâî, íå èìåþùåå ñ èñõîäíûì ìíîæå-

Ðèñ. 1. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå òî÷êè âûïóêëîé ôèãóðû, ñîäåðæèòñÿ
â íåé öåëèêîì.
Ðèñ. 2. Âûïóêëûå (à) è íåâûïóêëûå (á) ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 3. Îòäåëÿþùèå ïðÿìûå.
Ðèñ. 4. Îïîðíûå ïðÿìûå.
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ñòâîì îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ìîæåò áûòü îòäåëåíà
îò íåãî íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ, îòäåëÿþùàÿ îò âûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâà åãî ãðàíè÷íóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ïðÿìîé ýòîãî ìíîæåñòâà
â äàííîé òî÷êå. Îïîðíûå ïðÿìûå â îäíèõ òî÷êàõ êîíòóðà ìîãóò áûòü
åäèíñòâåííûìè, â äðóãèõ � íå åäèíñòâåííûìè (ðèñ. 4).

Ââåäåì íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò õ, ó. Òåïåðü
ó íàñ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ôèãóðû
êàê ìíîæåñòâà òàêèõ òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò
òåì èëè èíûì óðàâíåíèÿì èëè íåðàâåíñòâàì (åñëè êîîðäèíàòû
òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò êàêîìó-ëèáî óñëîâèþ, áóäåì äëÿ êðàòêîñòè
ãîâîðèòü, ÷òî ñàìà òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ).

Óïðàæíåíèå 1

Ðàññìîòðèòå ôèãóðû, òî÷êè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

à) y x≥ 2;  á) xy ≥ 1; â) xy ≥ 1, õ > 0; ã) |õ| + |ó| £ 2;

ä) (õ+1)2 + (ó � 2)2 £ 9.

Êàêèå èç íèõ âûïóêëû?

Ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ àõ + by = ñ óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè ïðÿìîé.
Èíûìè ñëîâàìè, ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.
Ðåøåíèåì ëèíåéíîãî íåðàâåíñòâà

àõ + by ³  ñ                            (1)

ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòü (ïðîâåðüòå!).
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N íåðàâåíñòâ âèäà (1):

a
i
x + b

i
f ³  c

i
,   i = 1, 2, ..., N.                 (2)

Ðåøåíèåì êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòü. Ðåøå-
íèå ñèñòåìû � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óäîâëåòâî-
ðÿåò âñåì íåðàâåíñòâàì ñèñòåìû, ò. å. ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ �
ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ ðåøåíèé îò-
äåëüíûõ íåðàâåíñòâ, ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ñèñòåìó. Ïîëóïëîñêîñòü �
âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à ïåðåñå÷å-
íèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ âñåãäà
âûïóêëî. Òàêèì îáðàçîì, ðåøå-
íèå ñèñòåìû (2) � âûïóêëîå
ìíîæåñòâî. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî
ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

x y
x y
x y

− ≥ −
+ ≥

− − ≥ −







1
2 5

2 7

;
;
. Ðèñ. 5. Ðåøåíèå ñèñòåìû èç òðåõ

ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.
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Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî àõ + by £ ñ ìîæåò áûòü çàìåíåíî ðàâ-
íîñèëüíûì åìó íåðàâåíñòâîì �àõ � by ³  �ñ, èìåþùèì âèä (1). Êðîìå
òîãî, óðàâíåíèå àõ + by = ñ ðàâíîñèëüíî òàêîé ïàðå íåðàâåíñòâ:

{ax by c
ax by c

+ ≥
+ ≤

;
.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ � âñåãäà âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

Óïðàæíåíèå 2

Áóäåò ëè ðåøåíèå ñèñòåìû

a
i
x + b

i
y > c

i
,  i = l, 2, ..., N

âûïóêëûì ìíîæåñòâîì? ×åì îíî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2)?

Óïðàæíåíèå 3

Ïðèäóìàéòå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ áóäóò: à) ïàðàëëåëîãðàìì;
á) âíóòðåííîñòü óãëà; â) ïîëîñà ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè; ã) åäèí-

ñòâåííàÿ òî÷êà; ä) ïóñòîå ìíîæåñòâî.

2. Âûïóêëûå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

Ïðîùå âñåãî îïðåäåëèòü âûïóêëóþ ôóíêöèþ ãåîìåòðè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî
ïîëåçíî ââåñòè ïîíÿòèå íàäãðàôèêà ôóíêöèè. Íàäãðàôèêîì ôóíêöèè
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íàä ãðàôèêîì ôóíêöèè è
íà ñàìîì ãðàôèêå. Áîëåå ñòðîãî, íàäãðàôèê ôóíêöèè f(õ) � ýòî ìíîæå-
ñòâî òàêèõ òî÷åê, êîîðäèíàòà õ êîòîðûõ ëåæèò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè, à êîîðäèíàòà ó óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ó ³  f(x).

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç, åñëè åå íàäãðàôèê � âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî. Ðèñ. 6 èëëþñòðèðóåò ýòî îïðåäåëåíèå.

Ðèñ. 6. Íàäãðàôèê âûïóêëîé ôóíêöèè.
Ðèñ. 7. Òî÷êà õîðäû íå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íèæå ãðàôèêà.
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Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ñòðîãèì è ìîæåò
áûòü îäíîçíà÷íî ïåðåâåäåíî íà àíàëèòè÷åñêèé ÿçûê.

Âî-ïåðâûõ, ôóíêöèÿ f(õ) äîëæíà èìåòü âûïóêëóþ îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ � îòðåçîê, ëó÷ èëè âñþ ïðÿìóþ.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäãðàôèê ðàñïàëñÿ áû íà íåñêîëüêî îò-
äåëüíûõ îáëàñòåé, è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè èç ðàçíûõ îáëà-
ñòåé, ïðîõîäèë áû ÷åðåç «çàïðåòíóþ çîíó».

Äëÿ âûÿñíåíèÿ òîãî, êàêîìó óñëîâèþ äîëæíû îòâå÷àòü çíà÷å-
íèÿ âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè f(x) «âûáåðåì êàêèå-ëèáî äâå òî÷êè
M

1
 è M

2
 íà åå ãðàôèêå è ïðîâåäåì õîðäó M

1 
M

2
 (ðèñ. 7). Îíà

öåëèêîì äîëæíà ëåæàòü â íàäãðàôèêå, ò. å. íàäãðàôèêó äîëæíà
ïðèíàäëåæàòü ëþáàÿ òî÷êà Ì õîðäû.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî l , ïîêàçûâàþùåå, â êàêîé ïðîïîðöèè òî÷êà
M äåëèò õîðäó:

λ =
M M
M M

2

2 1

.

Ýòà âåëè÷èíà ëåæèò â ïðåäåëàõ 0 £ l  £  1. ßñíî, ÷òî â òàêîé æå
ïðîïîðöèè àáñöèññà è îðäèíàòà òî÷êè Ì äåëÿò îòðåçêè [x

1
, õ

2
] è [ó

1
, ó

2
]:

õ
2
 � õ

3
 = l ·(õ

2
 � x

1
);

y
2
 � y

3
 = l ·(y

2
 � y

1
);

èëè

õ
3
 = l ·x

1
 + (1 � l )õ

2
;

y
3
 = l ·y

1
 + (1 � l )y

2
.

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè Ì íàäãðàôèêó � ýòî âûïîëíå-
íèå íåðàâåíñòâà y

3 
 ³  f(õ

3
). À òàê êàê y

1
 = f(x

1
), y

2
= f(õ

2
) � ýòî

íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

( ) ( ) ( ) ( ( ) )λ λ λ λf x f x f x x1 2 1 21 1+ − ≥ + − .                (3)

Åñëè íåðàâåíñòâî (3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x
1
 è õ

2
,

òî ëþáàÿ õîðäà ëåæèò â íàäãðàôèêå, òåì áîëåå â íàäãðàôèêå ëåæèò
ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(õ), çàäàííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå,
âûïóêëà âíèç, åñëè îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ ÷èñåë x

1
 è õ

2
 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è ëþáîãî

÷èñëà l  èç îòðåçêà [0, 1 ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3).
Íåðàâåíñòâî (3) ÷àñòî çàïèñûâàþò â «ñèììåòðè÷íîì» âèäå

( ) ( ) ( )λ λ λ λ1 1 2 2 1 1 2 2f x f x f x x+ ≥ + ,                   (4)
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ãäå

l
1

³ 0, l
2

³ 0,    l
1

+ l
2
= 1.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü è ôóíêöèè, âûïóêëûå ââåðõ: äëÿ ýòîãî
íóæíî çíàêè íåðàâåíñòâà (3) è (4) çàìåíèòü íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Ôóíêöèè, âûïóêëûå âíèç, ÷àñòî íàçûâàþò ïðîñòî «âûïóêëûìè».
Âûïóêëûå ôóíêöèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì áîëåå îáùèì, ÷åì íåðàâåí-

ñòâî (4). Åñëè x
1
, õ

2
,..., x

N
 � ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà l

1
, l

2
,...,

l
N

� íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå, òî

( )λ λi i
i

N

i i
i

N

f x f x
= =
∑ ∑≥









1 1

.

Âûáåðåì ÷åòûðå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà x
1
 < õ

2
 < õ

3
 < õ

4
 è ïðî-

âåäåì õîðäó M
1
M

4
 (ðèñ. 9).

Ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè M
2
 è Ì

3
 ëåæàò â íàäãðàôèêå, òàê ÷òî óãîë

íàêëîíà õîðäû M
1
M

2
* íå áîëüøå,

à õîðäû Ì
3
*M

4
 � íå ìåíüøå, ÷åì

óãîë íàêëîíà õîðäû M
1
M

4
* ê îñè

àáñöèññ (óãëû íàêëîíà � ñ ó÷åòîì
çíàêîâ!). Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü
âîçðàñòàíèÿ âûïóêëîé ôóíêöèè â
îáëàñòè «áîëüøèõ» çíà÷åíèé àð-
ãóìåíòà (íà ó÷àñòêå [õ

3
, õ

4
]) íå

ìåíüøå, ÷åì â îáëàñòè «ìàëûõ»
çíà÷åíèé ( [x

1
, x

2
]). Ïåðåõîäÿ ê

ïðåäåëàì ïðè x
2 

® x
1
 è õ

4 
® õ

3
,

íàéäåì, ÷òî ( ) ( )′ ≥ ′f x f x3 1 ,  ò. å.
ïðîèçâîäíàÿ ( )′f x  äèôôåðåíöèðó-
åìîé âûïóêëîé ôóíêöèè f(õ)� íå-
óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ðèñ. 8. Ôóíêöèè: âûïóêëàÿ âíèç (à), âûïóêëàÿ ââåðõ (á), íå èìåþùàÿ ïîñòîÿí-
íîãî çíàêà âûïóêëîñòè (â).

Ðèñ. 9. Õîðäà, ïðîâåäåííàÿ â îáëàñòè
áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, èìååò
áîëüøèé óãîë íàêëîíà, ÷åì õîðäà â
îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé.
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Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ( )′f x  äèôôåðåíöèðóåìà (ò. å. âûïóêëàÿ ôóí-
êöèÿ f(õ) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà), òî ( )′′ ≥f x 0.  Äëÿ äâàæäû
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ýòî íåðàâåíñòâî îêàçûâàåòñÿ ðàâíî-
ñèëüíûì ïðèâåäåííîìó âûøå îïðåäåëåíèþ âûïóêëîé ôóíêöèè; â
êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âûïóêëîñòü îáû÷íî îïðåäåëÿþò
ïî çíàêó âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Íî â ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ,
ãäå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ôóíêöèÿìè, ãðàôèêè êîòîðûõ
èìåþò èçëîìû, òàêîå îïðåäåëåíèå îêàçûâàåòñÿ ìàëî ïîëåçíûì.

Åñëè f(õ) è g(x) � âûïóêëûå ôóíêöèè è à ³  0, òî âûïóêëûìè
áóäóò ôóíêöèè

à) àf(õ);
á) f(x) + g(x);
â) max(f(õ), g(x)).

Âûïóêëîñòü ôóíêöèé â à) è á) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3) èëè (4). Ôóíêöèÿ â) ïðè êàæäîì õ ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå áîëüøåìó èç çíà÷åíèé f(õ) è g(x) (è ëþ-
áîìó èç íèõ, åñëè îíè ðàâíû). Íàäãðàôèê ôóíêöèè max(f(x), g(x))
åñòü ïåðåñå÷åíèå íàäãðàôèêîâ ôóíêöèé f(õ) è g(x) (ïðîâåðüòå!) �
îòñþäà è âûïóêëîñòü ôóíêöèè â).

Óïðàæíåíèå 4

Ñóùåñòâóþò ëè ôóíêöèè, âûïóêëûå

âíèç è âûïóêëûå ââåðõ îäíîâðåìåííî?

Óïðàæíåíèå 5

Êàê âûãëÿäèò ãðàôèê ôóíêöèè f(õ) =
= màõ (0, à + bõ) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ à è b? Âûïóêëû ëè

ýòè ôóíêöèè?

Óïðàæíåíèå 6

Âûïóêëà ëè ôóíêöèÿ

( ) ( )f x f xi
i

N

=
=
∑ ,

1

ãäå

f
i
(x) = max (0, a

i
 + b

i
x)?

Êàê âûãëÿäèò åå ãðàôèê?

Ðèñ. 10. Ãðàôèêè ôóíêöèé f(õ) (1), g(x)
(2) è max(f(x), g(x)) (3).
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Óïðàæíåíèå 7

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

( )
( )

f x

ax x

x x

b x x

=

<

≤ <

+ ⋅ − ≥













, ;

, ;

, .

0
1
2

0 1

1
2

1 1

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ à è b ýòà ôóíêöèÿ

� âûïóêëà âíèç?

� âûïóêëà ââåðõ?

� íå èìååò ïîñòîÿííîãî çíàêà âûïóêëîñòè?

IV. Ïðîñòðàíñòâî áëàã

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû îáñóæäàþòñÿ â íàøåì ó÷åáíèêå
ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ äâóõ ïðîäóêòîâ. Â êà÷åñòâå óäîáíîãî ñðåä-
ñòâà, ñóùåñòâåííî óïðîùàþùåãî èõ àíàëèç, èñïîëüçîâàëèñü ãðàôè÷åñ-
êèå ïîñòðîåíèÿ, â êîòîðûõ íàáîð, âêëþ÷àþùèé äâà ïðîäóêòà â êîëè-
÷åñòâàõ x

1
, è x

2
 èçîáðàæàëñÿ òî÷êîé íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè

êîîðäèíàòàìè (x
1
, x

2
). Ïåðåâîä òåîðåòè÷åñêèõ ïîíÿòèé íà ãåîìåòðè-

÷åñêèé ÿçûê äåëàë ñâîéñòâà îáñóæäàåìûõ ÿâëåíèé âåñüìà íàãëÿäíû-
ìè è ïðè ýòîì íå ïðèâîäèë ê ïîòåðå ñòðîãîñòè: âñå ãåîìåòðè÷åñêèå
ïîíÿòèÿ (ïðÿìûå, êðèâûå, óãëû íàêëîíà è ò. ï.) èìåëè òî÷íî îïðåäåëåí-
íûå àíàëèòè÷åñêèå ýêâèâàëåíòû � óðàâíåíèÿ, ïðîèçâîäíûå, ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ïàðàìåòðàìè è ò. ä. Ïîýòîìó òàêèå ïîñòðîåíèÿ øèðîêî èñïîëüçó-
þòñÿ è â ó÷åáíèêàõ ïî ýêîíîìèêå, è â íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ.

Îäíàêî ýòè ãåîìåòðè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ áûëè ñòðîãèìè è òî÷-
íûìè ëèøü äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ïåðå÷åíü ïîòðåáëÿåìûõ áëàã âêëþ-
÷àë âñåãî äâà íàèìåíîâàíèÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ÷èñëî áëàã,
êîòîðûìè ïîëüçóþòñÿ ëþäè, çíà÷èòåëüíî áîëüøå. Âûâîäû, ïîëó-
÷åííûå ãåîìåòðè÷åñêèì ïóòåì, ìîæíî ñ÷èòàòü îáëàäàþùèìè äîñ-
òàòî÷íîé îáùíîñòüþ, åñëè èõ óäàñòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àè
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà áëàã.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ïðèñâîèëè âñåì ìûñëèìûì áëàãàì
íîìåðà i = 1,2,..., n, è x

i
 îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî i-òîãî áëàãà. Òîãäà

íàáîð áëàã Õ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí n ÷èñëàìè, ðàñïîëîæåííûìè
â ïîðÿäêå íîìåðîâ áëàã:

( )X x x xn= 1 2, ,..., .                        (1)




